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I .  The 	 S t a t i s t i c s 	Wo r l d 	W i t h 	A ron i Sma r t L y t i c s™  
 

R e s e a r c h e r s ,  S c i e n t i s t s ,  E n g i n e e r s ,  S t u d e n t s ,  P o l i t i c i a n s ,  
E c o n o m i s t s ,  P o l i t i c a l  A n a l y s t s ,  F i n a n c i a l  A n a l y s t s ,  S t a t i s t i c i a n s ,  a n d  
m o s t  o f  u s  t h e  p r a c t i t i o n e r s  u s e  s t a t i s t i c s  t o  a n s w e r  q u e s t i o n s  t h a t  
r e q u i r e  d a t a  a n a l y s i s .  S t a t i s t i c s  h e l p  t o  d e s c r i b e  t h e  r e s u l t s  o f ,  
a m o n g  o t h e r s ,  i n v e s t i g a t i o n s ,  e x p e r i m e n t s ,  o b s e r v a t i o n s .  W h e n  d a t a  
a b o u t  t h e  s u b j e c t  o r  o b j e c t  o f  i n t e r e s t  i s  s o m e h o w  c o m p r e h e n s i v e ,  
d a t a  a n a l y s i s  u s i n g  d e s c r i p t i v e  s t a t i s t i c s  i s  w h a t  i s  n e e d e d .  
U n f o r t u n a t e l y ,  i n  t h e  w o r l d  o f  s t a t i s t i c s ,  t h i n g s  a r e  n o t  t h a t  s i m p l e .  
T h e  p o p u l a t i o n  o f  i n t e r e s t  m a y  n o t  b e  f u l l y  o b s e r v a b l e  o r  a c c e s s i b l e .  
H e n c e ,  t h e  s t a t i s t i c i a n  w i l l  h a v e  t o  m a k e  i n f e r e n c e ,  o r  i n  s t a t i s t i c s  
t e r m s ,  a p p e a l  t o  i n f e r e n t i a l  s t a t i s t i c s .  I n f e r e n t i a l  s t a t i s t i c s  
i n v o l v e  s t a t i s t i c s  t e s t s .  O n e  o f  t h e  m a j o r  i s s u e s  f a c i n g  s t a t i s t i c s  
r e s e a r c h e r s  i s  t o  c h o o s e  w h i c h  t e s t  t o  u s e .  T h e  c h o i c e  i n v o l v e s  f i r s t  
a  d e c i s i o n  b e t w e e n  t w o  f a m i l i e s  o f  t e s t  s t a t i s t i c s :  p a r a m e t r i c  a n d  
n o n p a r a m e t r i c .  A r o n i S m a r t L y t i c s ™  i n t e n d s  t o  h e l p  b e g i n n e r s ,  
p r a c t i t i o n e r s  a n d  m o s t  a d v a n c e d  s t a t i s t i c i a n s  a n d  r e s e a r c h e r s  t o  
n a v i g a t e  t h i s  t r i c k y  s t e p  i n  l e a r n i n g ,  r e s e a r c h ,  a n d  i n t e r p r e t a t i o n  
a n d  a p p l i c a t i o n  o f  o r  a c t i o n  o n  r e s u l t s .   

T h e  s p e c i f i c  m o d u l e  o f  A r o n i S m a r t L y t i c s ™  d e d i c a t e d  t o  s t a t i s t i c  
t e s t s  o f f e r s  a n  i n - d e p t h ,  u s e r  f r i e n d l y  a n d  i n t u i t i v e  r e f e r e n c e  a n d  
s e l e c t i o n  t o o l  t h a t  w i l l  f a c i l i t a t e  t h e  t a s k ,  s a v e  t i m e ,  w h i l e  b e i n g  
r i g o r o u s l y  t h o u g h t  o u t .  

•  S t a t i s t i c s  v s .  S t a t i s t i c a l  T e s t s  
•  N o n - P a r a m e t r i c  S t a t i s t i c a l  T e s t s  
•  P a r a m e t r i c  S t a t i s t i c a l  T e s t s  
•  N o n - p a r a m e t r i c  v s  P a r a m e t r i c  S t a t i s t i c a l  T e s t s :  w h e n  

t o  c h o o s e  o n e  v e r s u s  t h e  o t h e r  

 

T h e  m o d u l e  f o l l o w s  t h e  s i m p l e  t h r e e  s t e p s :  
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I I .  S t a t i s t i c s  

T h e  s t a t i s t i c a l  m e t h o d  u s u a l l y  f o l l o w s  t h e  f i v e  s t e p s  o f  t h e  
s c i e n t i f i c  m e t h o d :  S t a t e  t h e  p r o b l e m ,  F o r m u l a t e  h y p o t h e s i s ,  
D e s i g n  e x p e r i m e n t  o r  s u r v e y ,  M a k e  o b s e r v a t i o n s ,  I n t e r p r e t  
d a t a ,  D r a w  c o n c l u s i o n s .  S t a t i s t i c s  c o v e r s  t h e  a s p e c t s  o f  t h e  
c o l l e c t i o n ,  o r g a n i z a t i o n ,  a n a l y s i s ,  a n d  i n t e r p r e t a t i o n  o f  d a t a .  T h e s e  
a s p e c t s  i n c l u d e  t h e  p l a n n i n g  o f  d a t a  c o l l e c t i o n  i n  t e r m s  o f  t h e  
d e s i g n  o f  s u r v e y s ,  r e s e a r c h e s ,  a n d  e x p e r i m e n t s .  I n  o r d e r  t o  a n a l y z e  
d a t a ,  h y p o t h e s e s ,  a n d  f i n d i n g s ,  s t a t i s t i c i a n s  u s e  s t a t i s t i c s ,  w h i c h  
a r e  t h e  q u a n t i t y  c a l c u l a t e d  o r  a s s u m e d  f r o m  t h e  d a t a ,  s u c h  a s :  
m e a n ,  p r o p o r t i o n ,  m e d i a n ,  v a r i a n c e ,  s t a n d a r d  d e v i a t i o n ,  
m o m e n t .   

T o  m a k e  i n f e r e n c e ,  s t a t i s t i c i a n s  t e s t  h y p o t h e s e s  o r  
c o n j e c t u r e s ,  u s i n g  s p e c i f i c  s t a t i s t i c a l  t e s t s  o n  g i v e n  “ s t a t i s t i c s ” .  
T h e s e  t e s t s  a r e  u s u a l l y  g r o u p e d  i n t o  t w o  c a t e g o r i e s :  n o n - p a r a m e t r i c  
t e s t s  a n d  p a r a m e t r i c  t e s t s ,  h e n c e  N o n p a r a m e t r i c  a n d  P a r a m e t r i c  
s t a t i s t i c s .   

I I I .  Nonpa r ame t r i c 	 S t a t i s t i c s 	 	
N o n p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c s  d e a l s  w i t h  t e c h n i q u e s  t o  a n a l y z e  

d a t a  t h a t  d o  n o t  b e l o n g  t o  a n y  p a r t i c u l a r  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n .  
T h e  l i s t  o f  k e y  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  i s  g i v e n  i n  t h e  m a i n  m o d u l e  
o f  A r o n i S m a r t L y t i c s ™ .   

D a t a  t h a t  d o  n o t  b e l o n g  t o  a n y  d i s t r i b u t i o n  c a n  b e  a n a l y z e d  
u s i n g  d i s t r i b u t i o n  f r e e  m e t h o d s ,  w h i c h  d o  n o t  r e l y  o n  a n y  
a s s u m p t i o n s  r e g a r d i n g  a  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  t h a t  c a n  d e s c r i b e  
t h e  d a t a .  T h e s e  d i s t r i b u t i o n  f r e e  m e t h o d s  a r e  c o v e r e d  i n  
n o n p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c s .  A r o n i S m a r t L y t i c s ™  w i l l  g i v e  t h e  m o s t  
c o m m o n  a n d  u n c o m m o n  m e t h o d s  o r  s t a t i s t i c a l  t e s t s  u s e d  i n  
n o n p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c s .  

I n  n o n p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c s ,  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  m o d e l ,  a n d  
t h e  n u m b e r  a n d  n a t u r e  o f  t h e  p a r a m e t e r s  a r e  f l e x i b l e  a n d  n o t  f i x e d  

Statistical 
Problem 

Parametric vs 
Nonparametric 

Statistical Test 
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i n  a d v a n c e .  T h e y  a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  d a t a  i n s t e a d  o f  b e i n g  
s p e c i f i e d  a  p r i o r i .  

I n  p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c s ,  d i s t r i b u t i o n  p a r a m e t e r s  a r e  a s s u m e d  
i n  a d v a n c e .   

I V .  Pa r ame t r i c 	 S t a t i s t i c s 	 	
U n l i k e  n o n p a r a m e t i c  s t a t i s t i c s ,  p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c s  a s s u m e s  

t h a t  d a t a  h a v e  c o m e  f r o m  a  t y p e  o f  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n ,  a n d  
o n l y  m a k e s  i n f e r e n c e  a b o u t  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n .  T h e  
l i s t  o f  k e y  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  i s  g i v e n  i n  t h e  m a i n  m o d u l e  o f  
A r o n i S m a r t L y t i c s ™ .   

M e t h o d s  b a s e d  o n  p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c s  m a k e  m o r e  a s s u m p t i o n s  
t h a n  n o n p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c s  a n d  p r o d u c e  e s t i m a t e s  u n d e r  s p e c i f i c  
a s s u m p t i o n s .  I f  t h e  a s s u m p t i o n s  a r e  c o r r e c t ,  t h e  p a r a m e t r i c  
s t a t i s t i c s  a c c u r a t e l y  d e s c r i b e s  t h e  r e s e a r c h  p r o b l e m .  H e n c e ,  
p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c s  c o m m o n l y  l a c k s  o r  h a s  l i m i t e d  r o b u s t e n e s s .  
U s u a l l y ,  p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c s  u s e s  f o r m u l a s  t o  d e s c r i b e  t h e  
p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s ,  t h e i r  p a r a m e t e r s ,  a n d  t h e  s t a t i s t i c s ,  
m a k i n g  t h e i r  n a t u r e  s i m p l e .   

V .  Nonpa r ame t r i c 	 v s 	 P a r ame t r i c 	 S t a t i s t i c s . 	

T h e  c h o i c e  b e t w e e n  N o n p a r a m e t r i c  a n d  p a r a m e t r i c  
s t a t i s t i c s  m a y  b e  t r i c k y  a n d  n o n  o b v i o u s .  A r o n i S m a r t L y t i c s ™  
s i m p l i f i e s  t h e  p r o b l e m .   T h e  c h o i c e  o f  a  s t a t i s t i c s  t e s t  i s  b a s e d  o n  
m o s t l y  t h r e e  c r i t e r i a :  

•  N a t u r e  o f  t h e  p r o b l e m  o r  g o a l  

•  L e v e l s  o r  S c a l e  o f  M e a s u r e m e n t  a n d  n a t u r e  o f  t h e  d a t a  

•  R o b u s t n e s s  

 

T h e  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  n a t u r e  o f  t h e  p r o b l e m  a n d  t h e  s c a l e  o f  
m e a s u r e m e n t  d e t e r m i n e  t h e  f a m i l y  o f  s t a t i s t i c a l  t e s t s  t o  u s e .  
R o b u s t n e s s  d e t e r m i n e s  t h e  t y p e  o f  t h e  t e s t ,  a n d  u l t i m a t e l y  t h e  t e s t  
i t s e l f .  

A .  N a t u r e  o f  t h e  p r o b l e m .   

S t a t i s t i c a l  p r o b l e m s  m a y  b e  g r o u p e d  i n t o  t h e  f o l l o w i n g  n i n e  
c a t e g o r i e s .   

•  D e s c r i b i n g  o n e  g r o u p  

•  C o m p a r i n g  o n e  g r o u p  t o  a  h y p o t h e t i c a l  v a l u e  

•  C o m p a r i n g  t w o  u n p a i r e d  g r o u p s  

•  C o m p a r i n g  t w o  p a i r e d  g r o u p s  
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•  C o m p a r i n g  t h r e e  o r  m o r e  u n m a t c h e d  g r o u p s  

•  C o m p a r i n g  t h r e e  o r  m o r e  m a t c h e d  g r o u p s  

•  Q u a n t i f y i n g  a s s o c i a t i o n  b e t w e e n  t w o  v a r i a b l e s  

•  P r e d i c t i n g  v a l u e  f r o m  a n o t h e r  m e a s u r e d  v a r i a b l e  

•  P r e d i c t i n g  v a l u e  f r o m  s e v e r a l  m e a s u r e d  o r  b i n o m i a l  
v a r i a b l e s  

T h e  m o s t  b a s i c  i n d e p e n d e n t  g r o u p  d e s i g n  h a s  t w o  g r o u p s .  
T h e s e  a r e  o f t e n  c a l l e d  E x p e r i m e n t a l  a n d  C o n t r o l  g r o u p .  I n  t w o -
g r o u p  s e t t i n g s ,  s u b j e c t s  o r  o b j e c t s  a r e  r a n d o m l y  s e l e c t e d  f r o m  t h e  
p o p u l a t i o n  a n d  r a n d o m l y  a s s i g n e d  e a c h  t o  o n e  o r  t h e  o t h e r  o f  t w o  
g r o u p s .   S o m e t i m e s ,  t h e  s u b j e c t s  f r o m  t w o  d i f f e r e n t  g r o u p s  a r e  
p a i r e d .  O t h e r  t i m e s ,  t h e r e  i s  n o  b a s i s  f o r  p a i r i n g  s c o r e s ,  a n d  t h e  
g r o u p s  a r e  i n d e p e n d e n t .  T w o  i n d e p e n d e n t  g r o u p s  m a y  o r  m a y  n o t  
h a v e  t h e  s a m e  n u m b e r  o f  s u b j e c t s .  

B .  L e v e l s  o r  S c a l e  o f  M e a s u r e m e n t s  o r  T y p e s  o f  D a t a  

T h e r e  a r e  f i v e  l e v e l s  o f  m e a s u r e m e n t s :  B i n o m i a l  o r  T w o  
p o s s i b l e  o u t c o m e s ,  N o m i n a l  o r  d i s c r e t e  u n o r d e r e d ,  O r d i n a l  o r  
D i s c r e t e  r a n k e d ,  N u m e r i c a l  d i s c r e t e ,  N u m e r i c a l  c o n t i n u o u s  o r  
r a t i o ,  a n d  s u r v i v a l   

C .  R o b u s t e n e s s .  

G i v e n  t h e  n a t u r e  o f  a  p r o b l e m ,  s o m e  t e s t s  a r e  m o r e  r o b u s t  t h a t  
o t h e r s .  A r o n i S m a r t L y t i c s ™  w i l l  h e l p  n a r r o w  d o w n  t h e  r a n g e  t o  t h e  
s m a l l e s t  s e t  o f  p o s s i b l e  t e s t s .  F a c e d  w i t h  m u l t i p l e  c h o i c e s ,  b y  u s i n g  
A r o n i S m a r t L y t i c s ™  t h e  r e s e a r c h e r ,  s t a t i s t i c i a n ,  s t u d e n t ,  e n g i n e e r  
a n d  p r a c t i t i o n e r  w i l l  h a v e  i t  e a s i e r  w h e n  s e l e c t i n g  t h e  m o s t  
a p p r o p r i a t e  a n d  r e l e v a n t  t e s t  b a s e d  o n  a  r i g o r o u s  a n d  t e s t e d  
a p p r o a c h .  

V I .  Choo s i n g 	 b e tween 	Nonpa r ame t r i c 	 a nd 	 P a r ame t r i c 	 t e s t s . 	

T h e  f i r s t  q u e s t i o n  t h a t  m a y  c o m e  i n t o  m i n d  w h e n  t r y i n g  t o  
d e c i d e  b e t w e e n  t h e  t w o  t y p e s  o f  s t a t i s t i c a l  t e s t s ,  t h a t  i s  
N o n p a r a m e t r i c  a n d  P a r a m e t r i c ,  i s  w h e t h e r  t h e  c h o i c e  i s  c r i t i c a l .  T h e  
s h o r t  a n s w e r  i s  t h a t  i t  m a t t e r s  m o s t l y  i n  t h e  f o l l o w i n g  s i t u a t i o n s :  
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A .  S m a l l  s a m p l e s  

§  U s i n g  n o n p a r a m e t r i c  t e s t s  f o r  s m a l l  s a m p l e s  t h a t  a r e  
s u i t e d  f o r  p a r a m e t r i c  t e s t s  ( G a u s s i a n  p o p u l a t i o n s )  
m a y  l e a d  t o  d i m i n i s h e d  r o b u s t e n e s s ,  h e n c e  r e d u c e d  
s a m p l e  p o w e r  t o  m a k e  i n f e r e n c e .  

§  U s i n g  p a r a m e t r i c  t e s t s  w i t h  s m a l l  s a m p l e s  t h a t  a r e  
n o t  s u i t e d  ( n o n - G a u s s i a n  p o p u l a t i o n s )  m a y  l e a d  t o  
i n a c c u r a t e  i n f e r e n c e ,  g i v e n  t h a t  t h e  c e n t r a l  l i m i t  
t h e o r e m  i s  n o  l o n g e r  a p p l i c a b l e .  P r o b a b i l i t y  
s t a t e m e n t s  o b t a i n e d  f r o m  m o s t  n o n p a r a m e t r i c  
s t a t i s t i c s  a r e  u s u a l l y  e x a c t  p r o b a b i l i t i e s ,  r e g a r d l e s s  
o f  t h e  s h a p e  o f  t h e  p o p u l a t i o n  d i s t r i b u t i o n  f r o m  
w h i c h  t h e  r a n d o m  s a m p l e  w a s  d r a w n .  

§  I f  t o o  s m a l l  s a m p l e  s i z e s  a r e  u s e d ,  t h e r e  i s  n o  
a l t e r n a t i v e  t o  u s i n g  a  n o n p a r a m e t r i c  t e s t .  

 

B .  L a r g e  S a m p l e s  

•  U s u a l l y  w i t h  l a r g e  s a m p l e s ,  i t  i s  e a s i e r .  P a r a m e t r i c  
t e s t s  w i t h  l a r g e  s a m p l e s  f r o m  n o n - G a u s s i a n  
p o p u l a t i o n s  m a y  b e  p r o t e c t e d  b y  t h e  c e n t r a l  l i m i t  
t h e o r e m .  T h e  p r o b l e m  i s  t h a t  t h e  c o n c e p t  o f  “ l a r g e  
s a m p l e ”  m a y  b e  a  m a t t e r  o f  t a s t e ,  w i t h  3 0  s u b j e c t s  
o r  m o r e  b e i n g  c o m m o n l y  u s e d  a  c u t o f f  b e t w e e n  s m a l l  
a n d  l a r g e  s a m p l e s .  

•  C o r o l l a r y  t o  t h i s ,  n o n p a r a m e t r i c  t e s t s  o n  G a u s s i a n  
p o p u l a t i o n s  u s u a l l y  d e t e r i o r a t e  t h e  r o b u s t n e s s  o f  t h e  
t e s t .  

 

 A r o n i S m a r t L y t i c s ™  h a s  a  c l e a r ,  u s e r - f r i e n d l y  m o d u l e  t h a t  
h e l p s  t o  s e l e c t  w h i c h  p a r a m e t r i c  t e s t  t o  u s e  a n d  i n  w h a t  s i t u a t i o n s  
n o n p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c a l  t e s t s  m a y  b e  a p p r o p r i a t e .  T h e  m o d u l e  
c l a r i f i e s  t h e  s t e p s  i n v o l v e d  i n  c h o o s i n g  b e t w e e n  a  n o n p a r a m e t r i c  a n d  
p a r a m e t r i c  t e s t .  

O n c e  a  d e c i s i o n  h a s  b e e n  m a d e  t o  u s e  n o n p a r a m e t r i c  t e s t s ,  t h e  
n o n p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c s  m o d u l e  w i l l  g u i d e  i n  s e l e c t i n g  t h e  
a p p r o p r i a t e  n o n p a r a m e t r i c  t e s t .   

S i m i l a r l y ,  a  f u n c t i o n  w i t h i n  t h e  s o f t w a r e  w i l l  g u i d e  t h e  u s e r  i n  
s e l e c t i n g  t h e  m o s t  s u i t a b l e  p a r a m e t r i c  s t a t i s t i c a l  t e s t .  

I n  a n y  c a s e ,  b y  u s i n g  A r o n i S m a r t L y t i c s ™  a n d  A r o n i S t a t ™ ,   
r e s e a r c h e r s ,  s c i e n t i s t s ,  e n g i n e e r s ,  s t u d e n t s ,  p o l i t i c i a n s ,  e c o n o m i s t s ,  
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p o l i t i c a l  a n a l y s t s ,  f i n a n c i a l  A n a l y s t s ,  s t a t i s t i c i a n s ,  a n d  m o s t  
p r a c t i t i o n e r s  m a y  s e l e c t  a n d  e x a m i n e  t h e  s h a p e s  a n d  f o r m s  o f  
p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  a n d  c u m u l a t i v e  d e n s i t y  f u n c t i o n s  a n d  p r o b a b i l i t y  
m a s s  a n d  c u m u l a t i v e  m a s s  f u n c t i o n s .  B y  v a r y i n g  t h e  p a r a m e t e r  
v a l u e s  o f  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s ,  t h e y  m a y  o b s e r v e  v a r i o u s  
s h a p e s  a n d  f o r m s  t h a t  w i l l  h e l p  t h e m  s e l e c t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  
i n t e r e s t .  T h i s  w i l l  h e l p  i n  s e l e c t i n g  t h e  p a r a m e t r i c  t e s t s  a n d  
c o n s e q u e n t l y  t h e  a p p r o p r i a t e  d i s t r i b u t i o n  t o  u s e  i n  p a r a m e t r i c  t e s t s .  
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V I I .  M a i n  N o n p a r a m e t r i c  T e s t s .  

A .  B i n o m i a l  T e s t  

T h e  B i n o m i a l  T e s t s  a r e  a p p r o p r i a t e  f o r  p o p u l a t i o n s  c o n s i s t i n g  
o f  o n l y  t w o  c l a s s e s .  M a n y  p o p u l a t i o n s  h a v e  t h e s e  c h a r a c t e r i s t i c s :  
m a l e  a n d  f e m a l e ,  m a r r i e d  a n d  s i n g l e ,  m e m b e r  a n d  n o n m e m b e r ,  
i n p a t i e n t  a n d  o u t p a t i e n t ,  l i t e r a t e  a n d  i l l i t e r a t e ,  e t c .  S u c h  
p o p u l a t i o n s  a r e  c a l l e d  b i n a r y  o r  d i c h o t o m o u s  p o p u l a t i o n s .  

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑃 𝑋 = 𝑥 𝑝 = 

𝑝! 1 − 𝑝 !!!  ;  

𝑥 = 0, 1;  0 ≤ 𝑝 ≤ 1 

𝑃𝑟 𝑥 = 1
= 1 − Pr 𝑋 = 0
= 1 − 𝑞           

=  𝑝

 

E x p e c t e d  
V a l u e  

𝑝 0 ≤ 𝑝 ≤ 1 

V a r i a n c e  𝑝(1 − 𝑝) 𝑝𝑞 

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝑝 = 1
2 S y m m e t r y  o f  

B i n o m i a l  w h e n  
p = 1 / 2 :  

𝑃 𝑋 ≥ 𝑥 = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑛 − 𝑥) 

S m a l l  
s a m p l e s  

𝐻𝑜: 𝑝 = 1
2  

L a r g e  
S a m p l e s  

(𝑋 − 𝑛!)
𝑛𝑝𝑞

 𝑝𝑞 = 𝑝(1 − 𝑞) 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n   𝑍 =

(𝑋 − 𝑁!)
𝑛𝑝𝑞

 
Z  i s  a p p r o x i m a t e l y  
n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  
w i t h  m e a n  0  a n d  
s t a n d a r d  d e v i a t i o n  1  

C o r r e c t i o n  
f o r  
C o n t i n u i t y   

𝑍 = (!±!.!)!!"
!"#

 W h e n  X < N p  u s e  X + . 5  a n d  w h e n  

X < N p  u s e  X - . 5  

P o w e r  B e s t  t e s t  f o r  d i c h o t o m o u s  d a t a  

    

 

 



A r o n i S m a r t L y t i c s  H a n d b o o k  f o r  A p p l i e d  S t a t i s t i c s  1 2  

 

B .  B i n o m i a l  C o n f i d e n c e  I n t e r v a l s  

 
B i n o m i a l  C o n f i d e n c e  I n t e r v a l s  a r e  u s e d  i n  a s s e s s i n g  t h e  c o n f i d e n c e  

i n t e r v a l  f o r  a  p r o p o r t i o n  i n  a  p o p u l a t i o n  w i t h  t w o  d i s t i n c t  g r o u p s .  T h e  
p r o p o r t i o n  s t a t i s t i c  i s  e s t i m a t e d  f r o m  a  s a m p l e  o f  o b s e r v a t i o n s .  T h e  
s a m p l i n g  e r r o r  i s  c a l c u l a t e d  b a s e d  o n  t h e  o b s e r v a t i o n s  u s i n g  a  f o r m u l a .  
S e v e r a l  f o r m u l a e  e x i s t .  F o r  a l l  o f  t h e m ,  t h e  a s s u m p t i o n  i s  t h a t  t h e  
p o p u l a t i o n  p r o p o r t i o n  f o l l o w s  a  B i n o m i a l  D i s t r i b u t i o n .    

T h e  m e t h o d s  t o  c o m p u t e  B i n o m i a l  C o n f i d e n c e  I n t e r v a l s  i n c l u d e :   

•  N o r m a l  a p p r o x i m a t i o n  i n t e r v a l  
•  W i l s o n  s c o r e  i n t e r v a l  
•  C l o p p e r - P e a r s o n  i n t e r v a l  
•  A g r e s t i - C o u l l  I n t e r v a l  
•  J e f f r e y s  i n t e r v a l  

 
1 .  N o r m a l  a p p r o x i m a t i o n  i n t e r v a l  

N o r m a l  a p p r o x i m a t i o n  i n t e r v a l s  a r e  t h e  m o s t  c o m m o n l y  u s e d  m e t h o d .  
T h e  m e t h o d  a s s u m e s  t h a t  t h e  a  b i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n  m a y  b e  
a p p r o x i m a t e d  b y  a  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ,  a s  s h o w n  i n  t h e  m o d u l e  o f  
R e l a t i o n s h i p s  A m o n g  K e y  P r o b a b i l i t y  D i s t r i b u t i o n s  o f  
A r o n i S m a r t L y t i c s ™ .   

T h e  a p p r o x i m a t i o n  r e l i e s  o n  t h e  C e n t r a l  l i m i t  t h e o r e m .  O t h e r  
a s s u m p t i o n s  a r e  t h a t  b o t h  t h e  p r o p o r t i o n s  o f  s u c c e s s  o r  f a i l u r e  s h o u l d  
n o t  b e  c l o s e  t o  z e r o .  

 

S t a t i s t i c /  C o n c e p t  F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  C o n c e p t  
D e f i n i t i o n  𝑝 ± 𝑧!!!/!

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

 

 𝑧!!!!
 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒  1 − !

!
 

 𝑝𝑒𝑟𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑  
𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 

𝑝 𝑖𝑠 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓  
𝑠𝑢𝑐𝑐𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛 𝑎 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑖𝑙𝑙𝑖 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙 
𝛼 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑝𝑒𝑟𝑒𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑙𝑒 
𝑛 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒  𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑠𝑖𝑧𝑒 

H y p o t h e s i s  T e s t i n g  
a n d  T e s t  V a l i d i t y  

𝑇ℎ𝑒 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑡𝑖𝑜𝑛 𝜋, 𝑖𝑠 𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒𝑑 𝑎𝑠 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠: 

𝜋|𝑧!/! ≤
𝑝 − 𝜋

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

≤ 𝑧!!!/!  

O t h e r  A s s u m p t i o n s  
a n d   

𝑝 − 𝜋

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

 I s  k n o w  a s  W a l d  t e s t ,  
h e n c e  t h e  t e s t  i s  a l s o   
k n o w  a s  W a l d  T e s t  
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2 .  W i l s o n  s c o r e  i n t e r v a l  

T h e  W i l s o n  i n t e r v a l ,  n a m e d  a f t e r  i t s  d e v e l o p e r ,  t h e  A m e r i c a n  
M a t h e m a t i c a l  S t a t i s t i c i a n  E d w i n  B i d w e l l  W i l s o n ,  w a s  p r o p o s e d  a s  a n  
i m p r o v e m e n t  t o  t h e  N o r m a l  a p p r o x i m a t i o n .  T h e  t e s t  i s  w i d e l y  v i e w e d  a s  
c l o s e r  t o  t h e  t r u e  p o p u l a t i o n  v a l u e .  T h e  a s s u m p t i o n s  r e m a i n  t h e  s a m e  a s  
t h o s e  f o r  t h e  N o r m a l  a p p r o x i m a t i o n .  

 

  

S t a t i s t i c /  C o n c e p t  F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  C o n c e p t  
D e f i n i t i o n  𝑝 ± 1

2𝑛 𝑧
!
!!!/! ± 𝑧!!!/!

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛 +

𝑧!!!!/!
4𝑛!  

1 + 1
2𝑛 𝑧

!
!!!/!

 

 𝑧!!!!
 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒  1 − !

!
 

 𝑝𝑒𝑟𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  
𝑝 𝑖𝑠 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑠𝑢𝑐𝑐𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛 𝑎 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑖𝑙𝑙𝑖 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙   

𝛼 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑝𝑒𝑟𝑒𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑙𝑒 
𝑛 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒  𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑠𝑖𝑧𝑒 

H y p o t h e s i s  T e s t i n g  
a n d  T e s t  V a l i d i t y  

𝑇ℎ𝑒 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑡𝑖𝑜𝑛 �, 𝑖𝑠 𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒𝑑 𝑎𝑠 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠: 

𝜋|𝑧!/! ≤
𝑝 − 𝜋

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

≤ 𝑧!!!/!  

 

O t h e r  A s s u m p t i o n s  
a n d   

𝑝 ± 1
2𝑛 𝑧

!
!!!/! 

1 + 1
2𝑛 𝑧

!
!!!/!

 

 

i s  k n o w n  a s  t h e  
W i l s o n  t e s t  
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3 .  C l o p p e r - P e a r s o n  i n t e r v a l  

T h e  C l o p p e r - P e a r s o n  i n t e r v a l ,  n a m e d  a f t e r  t h e  B r i t i s h  s t a t i s t i c i a n s   
E g o n  S h a r p e  P e a r s o n  a n d   C .  C l o p p e r ,   i s  a l s o  k n o w n  a s  “ E x a c t  
C o n f i d e n c e  I n t e r v a l . ”   L i k e  t h e  W i l s o n  T e s t ,  t h e  C l o p p e r - P e a r s o n  
i n t e r v a l  i s  p r o p o s e d  a s  a n  i m p r o v e m e n t  t o  t h e  N o r m a l  A p p r o x i m a t i o n .  T h e  
m e t h o d  i s  b a s e d  o n  t h e  c u m u l a t i v e  p r o b a b i l i t i e s  o f  t h e  b i n o m i a l  
d i s t r i b u t i o n .   

T h e  m e t h o d  a p p r o x i m a t e s  t h e  i n t e r v a l s  b y  t w o  b i n o m i a l  c u m u l a t i v e  
m a s s  f u n c t i o n s :  a  l o w e r  b o u n d  a n d  a n  u p p e r  b o u n d .   

 T h e  i n t e r v a l  m a y  b e  e s t i m a t e d  b y  t h e  B e t a  I n v e r s e  d i s t r i b u t i o n  
a n d  t h e  F  d i s t r i b u t i o n .  T h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  B e t a  a n d  F  
d i s t r i b u t i o n s  i s  s h o w n  i n  t h e  m o d u l e  o f  R e l a t i o n s h i p s  A m o n g  K e y  
P r o b a b i l i t y  D i s t r i b u t i o n s  o f  A r o n i S m a r t L y t i c s ™ .  

 

S t a t i s t i c /  C o n c e p t  F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  C o n c e p t  
D e f i n i t i o n  

𝜋|𝑃[𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙(𝑛;𝜋) ≤ 𝑋] ≥ 𝛼/2 ∩ 𝜋|𝑃[𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙(𝑛;𝜋) ≥ 𝑋] ≥ 𝛼/2  

 

H y p o t h e s i s  T e s t i n g  
a n d  T e s t  V a l i d i t y  

𝑇ℎ𝑒 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑡𝑖𝑜𝑛 𝜋, 𝑖𝑠 𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒𝑑 𝑎𝑠 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠: 

𝑛
𝑘 𝑝!"! 1 − 𝑝!" !!�

!

!!!

= 𝛼/2 ∩ 𝑛
𝑘 𝑝!"! 1 − 𝑝!" !!!

!

!!!

= 𝛼/2  

 

T h e  p o p u l a t i o n  p r o p o r t i o n ,  π ,  f a l l s  i n  t h e  
r a n g e  𝑝!"; 𝑝!"   w h e r e :  

𝑝!" i s  t h e  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l  l o w e r  b o u n d  

𝑝!"  i s  t h e  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l  u p p e r  b o u n d  

n  i s  t h e  n u m b e r  o f  t r i a l s  o r  s a m p l e  s i z e  

k  i s  t h e  n u m b e r  o f  s u c c e s s e s  i n  n  t r i a l s  

O t h e r  A s s u m p t i o n s  
a n d   

T h e  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l s  m a y  b e  e s t i m a t e d  
b y  t h e  B e t a  D i s t r i b u t i o n :  

𝑝!" = 1 − 𝐵𝑒𝑡𝑎𝐼𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒 !!!
!
, 𝑛 − 𝑘, 𝑘 + 1   

𝑝!" = 1 − 𝐵𝑒𝑡𝑎𝐼𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒 1 −
1 − 𝛼
2

, 𝑛 − 𝑘 + 1, 𝑘  
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4 .  A g r e s t i - C o u l l  I n t e r v a l  

T h e  A g r e s t i - C o u l l  I n t e r v a l  A p p r o x i m a t i o n ,  n a m e d  a f t e r  t h e  A m e r i c a n  
m a t h e m a t i c a l  s t a t i s t i c i a n s  A l a n  A g r e s t i  a n d  B r e n t  A .  C o u l l ,  i s  t h e  
a p p r o x i m a t e  b i n o m i a l  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l  t h a t  i s  a l s o  a n  i m p r o v e m e n t  o n  
t h e  N o r m a l  a p p r o x i m a t i o n .  I t  i s  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  t h e  W i l s o n  e s t i m a t i o n .  

 

S t a t i s t i c /  C o n c e p t  F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  C o n c e p t  
D e f i n i t i o n  

𝑝±𝑧!!!/!
!(!!!)

!
 ;   𝑧!!!!

 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒  1 − !
!
 

 𝑝𝑒𝑟𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑎 𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎�𝑑 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  

𝑝 =
𝑋 + 𝑧!!!!! 2

𝑛
 𝑎𝑛𝑑 

  𝑛 = 𝑛 + 𝑧!!!!!
 , 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑛 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑠𝑖𝑧𝑒 

𝑋 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑠𝑢𝑐𝑐𝑒𝑠𝑠𝑒𝑠 𝑖𝑛 𝑛 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙𝑠  

H y p o t h e s i s  T e s t i n g  
a n d  T e s t  V a l i d i t y  

𝑇ℎ𝑒 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑡𝑖𝑜𝑛 𝜋, 𝑖𝑠 𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒𝑑 𝑎𝑠 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠: 

𝜋|𝑧!/! ≤
𝑝 − 𝜋

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

≤ 𝑧!!!/!  

 

O t h e r  A s s u m p t i o n s  
a n d   

  

 

 

 

 
5 .  J e f f r e y s  i n t e r v a l  

T h e  J e f f r e y s  i n t e r v a l ,  n a m e d  a f t e r  t h e  B r i t i s h  s t a t i s t i c i a n  
m a t h e m a t i c i a n ,  g e o p h y s i c i s t  a n d  a s t r o n o m e r  H a r o l d  J e f f r e y s  i s  b a s e d  o n  
B a y e s i a n  s t a t i s t i c s .  I t  i s  d e r i v e d  f r o m  t h e  J e f f r e y s  p r i o r  b i n o m i a l  
p r o p o r t i o n  p ,  w h i c h  i s  n o n  i n f o r m a t i v e  o b j e c t i v e  o r  e m p i r i c a l  p r i o r  
d i s t r i b u t i o n  p a r a m e t e r  s p a c e  t h a t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e  r o o t  o f  
t h e  d e t e r m i n a n t  o f  t h e  F i s h e r  i n f o r m a t i o n .  

 F o r  t h e  B i n o m i a l  p r o p o r t i o n  p ,  t h e  J e f f r e y s  p r i o r  i s  a  B e t a  
d i s t r i b u t i o n  w i t h  p a r a m e t e r s  ( 1 / 2 ,  1 / 2 ) .   

T h e  e s t i m a t i o n  p r o c e s s  o f  t h e  J e f f r e y s  i n t e r v a l  f o l l o w s  t h e  s t e p s :  

•  S t e p  1 :  o b s e r v e  x  s u c c e s s e s  i n  n  t r i a l s ;  
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•  S t e p  2 :  F o r m  t h e  p o s t e r i o r  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f o r  p  a s  a  B e t a  
d i s t r i b u t i o n  w i t h  p a r a m e t e r s  ( x  +  1 / 2 ,  n  –  x  +  1 / 2 ) ;  

•  S t e p  3 :   F o r  x  ≠ 0   a n d  x  ≠  n ,  t h e  J e f f r e y s  i n t e r v a l  i s  e s t i m a t e d  b y   
t h e  1 0 0 ( 1  –  α ) %  e q u a l - t a i l e d  p o s t e r i o r  p r o b a b i l i t y  i n t e r v a l ,  t h a t  i s  
t h e  α   /   2  a n d  1  –  α   /   2  q u a n t i l e s  o f  a  B e t a  d i s t r i b u t i o n  w i t h  
p a r a m e t e r s  ( x  +  1 / 2 ,  n  –  x  +  1 / 2 ) .  

 

E s t i m a t i o n  C o n s i d e r a t i o n s :   Q u a n t i l e s  m a y  b e  c o m p u t e d  u s i n g  
A r o n i S m a r t L y t i c s  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  m o d u l e .   

T o  a v o i d  e s t i m a t i o n s  d e g r a d a t i o n s ,  e s p e c i a l l y  t h e  c o v e r a g e  
p r o b a b i l i t y  t e n d i n g  t o  z e r o  w h e n  p  →  0  o r  1 ,  w h e n  x  =  0 ,  t h e  u p p e r  
l i m i t  i s  c a l c u l a t e d  w h e r e a s  t h e  l o w e r  l i m i t  i s  s e t  t o  0 ,  a n d  w h e n  x  =  n  
t h e  l o w e r  l i m i t  i s  c a l c u l a t e d ,  w h e r e a s  t h e  u p p e r  l i m i t  i s  s e t  t o  1 .  

 

C .  B i n o m i a l  P o w e r  T e s t s  

 
B i n o m i a l  P o w e r  t e s t  p l a y s  a  m a j o r  r o l e  i n  a s s e s s i n g  t h e  s t r e n g t h  i n  

h y p o t h e s i s  t e s t i n g .  W h e n  t e s t i n g  h y p o t h e s i s ,  t h e r e  a r e  t w o  p o s s i b l e  
d e c i s i o n s :  r e j e c t i n g  o r  a c c e p t i n g  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s .  

T h e  d e c i s i o n  t o  r e j e c t  t h e  h y p o t h e s e s  a f t e r  o b s e r v i n g  t h e  d a t a  a n d  
c a l c u l a t i n g  t h e  s t a t i s t i c  m a y  n o t  b e  t h e  f i n a l  s t e p  i n  t h e  d e c i s i o n  m a k i n g  
p r o c e s s .   I n  f a c t ,  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s  i s  r e j e c t e d  w h e n  t h e  o b s e r v e d  
s t a t i s t i c  f a l l s  b e y o n d  a  c r i t i c a l  v a l u e .  H o w e v e r ,  e v e n  a f t e r  t h e  d e c i s i o n  i s  
m a d e  f u r t h e r  c o n f i r m a t i o n  m a y  b e  n e e d e d  t o  s t r e n g t h e n  t h e  c o n f i d e n c e  i n  
t h e  d e c i s i o n :   i s  t h e  s a m p l e  s i z e  e n o u g h  o r  i s  m o r e  o r  s t r o n g e r  
e v i d e n c e  n e e d e d .   

 

H e n c e  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o b l e m  m a y  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  
t a b l e :  

 

D e c i s i o n  B a s e d  o n  t h e  
O b s e r v a t i o n s  

T r u e  S i t u a t i o n  

H o :  T r u e  H o :  F a l s e  

F a i l  t o  R e j e c t  t h e  n u l l  
h y p o t h e s i s  H o  C o r r e c t  T y p e  I I  

E r r o r  ß  

R e j e c t  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s  
H o  

T y p e  I  
e r r o r  α  C o r r e c t  
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I n  p r a c t i c e ,  t h e  t w o  t y p e s  o f  e r r o r s  a r e  n o t  g i v e n  t h e  s a m e  
i m p o r t a n c e  o r  w e i g h t .  T h e  d e c i s i o n  i s  b i a s e d  a g a i n s t  r e j e c t i n g  a  t r u e  n u l l  
h y p o t h e s i s .  T h e  n u l l  h y p o t h e s i s  s h o u l d  n o t  b e  r e j e c t e d  w i t h o u t  s t r o n g  
e v i d e n c e .    

T h e  r e s e a r c h e r  w a n t s  t h e  P r o b a b i l i t y  ( T y p e  I  E r r o r )  =  P r o b a b i l i t y  
( R e j e c t i n g  H o  w h e n  H o  i s  t r u e )  t o  b e  v e r y  s m a l l .  F o r t u n a t e l y  t h e  
P r o b a b i l i t y  ( t y p e  I  e r r o r ) ,  d e n o t e d  b y  α ,  c a n  b e  d e t e r m i n e d  o n c e  t h e  f o r m  
o f  t h e  c r i t i c a l  r e g i o n  i s  k n o w n .   

A t  t h e  s a m e  t i m e ,  t h e  r e s e a r c h e r  w a n t s  t o  a v o i d  m a k i n g  t h e  T y p e  I I  
e r r o r ,  w h i c h  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  d e c i d i n g  n o t  t o  r e j e c t  H o  w h e n  H o  i s  f a l s e .  

T h e  T y p e  I I  e r r o r ,  c o m m o n l y  d e n o t e d  b y  ß ,  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  
p r o p o r t i o n  o f  s u c c e s s e s  p ,  t h e  s a m p l e  s i z e  n ,  a n d  t h e  T y p e  I  e r r o r  α .  
H e n c e ,  t h e  a i m  i s  t o  m a x i m i z e  t h e  c h a n c e s  o f  n o t  m a k i n g  t h e  T y p e  I I  
e r r o r .  T h i s  c h a n c e  i s  k n o w n  a s  t h e  P o w e r  o f  a  T e s t   

P o w e r  o f  a  T e s t  

L e t  p  b e  t h e  t e s t  s t a t i s t i c  a n d  Å ,  t h e  r e j e c t i o n  r e g i o n  f o r  a  t e s t  o f  
a  h y p o t h e s i s  f o r  t h e  p o p u l a t i o n  ( t r u e )  p a r a m e t e r  π .  T h e n  t h e  p o w e r  o f  
t h e  s t a t i s t i c  t e s t  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  t e s t  w i l l  l e a d  t o  r e j e c t i o n  o f  
H o  w h e n  t h e  a c t u a l  p a r a m e t e r  v a l u e  i s  π .  L e t  W  b e  t h e  s t a t i s t i c a l  t e s t .  

T h a t  i s ,  p o w e r  (π )  =  P r o b a b i l i t y  ( W  i n  Å  w h e n  t h e  p a r a m e t e r  v a l u e  i s  
π )  o r  P r o b a b i l i t y  o f  r e j e c t i n g  t h e  H o  w h e n  H o  i s  f a l s e .   

P o w e r  = 1 - p r o b a b i l t y  o f  T y p e  I I  e r r o r  =  𝟏 − 𝜷 
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D .  C h i - S q u a r e d  G o o d n e s s - o f - F i t  T e s t  

T h e  C h i - S q u a r e d  ( o r  C h i - s q u a r e )  G o o d n e s s - o f - F i t  t e s t  i s  
s u i t e d  f o r  p o p u l a t i o n s  c o n s i s t i n g  o f  v a r i o u s  c a t e g o r i e s  w h e n  
r e s e a r c h e r s ,  s t u d e n t s  a n d  p r a c t i t i o n e r s  a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  n u m b e r  
o f  s u b j e c t s ,  o b j e c t s ,  o r  r e s p o n s e s  t h a t  f a l l  i n t o  t h e  v a r i o u s  
c a t e g o r i e s .  T h e  c a t e g o r i e s  m a y  b e  t w o  o r  m o r e .  T h e  r a t i o n a l e  o f  t h e  
C h i - s q u a r e d  G o o d n e s s - o f - F i t  t e s t  i s  t o  t e s t  w h e t h e r  t h e r e  e x i s t  
s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  o b s e r v e d  a n d  e x p e c t e d  n u m b e r  o f  
o b j e c t s ,  s u b j e c t s ,  o r  r e s p o n s e s  f a l l i n g  i n t o  e a c h  c a t e g o r y .  

 

S t a t i s t i
c /  C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑋! =
(𝑂! − 𝐸!)!

𝐸!

!

!!!

=  
𝑂!!

𝐸!

!

!!!

− 𝑛 

𝑘 ≥ 2 ; 𝑘 < 𝑛 

n =  n u m b e r  o f  
o b s e r v a t i o n s   

𝑂!=  o b s e r v e d  n u m b e r  
o f  c a s e s  f o r  c a t e g o r y  i  

𝐸!=  e x p e c t e d  n u m b e r  o f  
c a s e s  f o r  c a t e g o r y  I  
w h e n  H o  i s  t r u e  

𝑘 =  t o t a l  n u m b e r  o f  
c a t e g o r i e s   

E x p e c t e d  
V a l u e  a n d  
V a r i a n c e  

S e e  c h i - s q u a r e  
d i s t r i b u t i o n  

  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜:𝑋! 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠 𝑐ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒  𝜒!  

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒𝑠  

𝑜𝑓 𝑓𝑟𝑒𝑒𝑑𝑜𝑚 𝑑𝑓 = 𝑘 − 1 

W h e n  H o  a s s u m e s  
e q u a l  p r o p o r t i o n  o f  
c a s e s  i n  e a c h  c a t e g o r y   
𝐸! = 𝑛 𝑘 

d f  i s  a d j u s t e d  f o r  
e s t i m a t e d  p a r a m e t e r s  

S m a l l  
E x p e c t e d  
F r e q u e n c i e s   

U s u a l l y  e x p e c t  f r e q u e n c y  i s  a t  l e a s t  5  b y  
c a t e g o r y  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n   

 𝑋! 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠 𝑐ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒  𝜒!  

T h e  s a m p l i n g  d i s t r i b u t i o n  i s  t h e  s a m e  a s  
t h e  c h i - s q u a r e  d i s t r i b u t i o n  a s  t h e  e x p e c t e d  
f r e q u e n c i e s  b e c o m e  l a r g e r ( i n f i n i t e )  

P o w e r  U s e  w h e n  n o  a l t e r n a t i v e  e x i s t s  a n d  e x p e c t e d  
f r e q u e n c i e s  p e r  c e l l  a r e  g r e a t e r  o r  e q u a l  t o  5 .  
U s u a l l y  i n s e n s i t i v e  t o  o r d e r i n g  
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E .  M u l t i n o m i a l  P r o p o r t i o n s  C o n f i d e n c e  I n t e r v a l s   

T h e  M u l t i n o m i a l  P r o p o r t i o n  C o n f i d e n c e  I n t e r v a l s  a p p l y  t o  c a s e s  
w h e r e  t h e r e  a r e  2  o r  m o r e  p o s s i b l e  r e s p o n s e s .  L e t  𝑛! d e n o t e  t h e  o b s e r v e d  
c e l l  f r e q u e n c i e s  o n   𝑗!! c e l l  o f  m - c e l l  m u l t i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  t h e  
s a m p l e  s i z e  n .   T h e  M u l t i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n  i s  t h e  p a r a m e t e r s   𝜋!,  𝜋!,… ,𝜋!.  
E a c h  𝜋! d e n o t e s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  a n  o b s e r v a t i o n  w i l l  f a l l s  i n  t h e  i t h  
c e l l .   

T h e  M u l t i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n  i s  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r o b a b i l i t y  m a s s  
f u n c t i o n s  m o d u l e  o f  A r o n i S m a r t L y t i c s .  

E a c h  𝜋! c a n  b e  e s t i m a t e d  b y  i t s  m a x i m u m  l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r ,  𝑝! =  
!!
!

 ,  
f o r  j  = 1 ,  2 ,  … , m .  H e n c e  π = ( 𝜋!,  𝜋!,… ,𝜋!) ’  c a n  b e  e s t i m a t e d  b y  𝑝 = (𝑝!, 𝑝!,… , 𝑝!)′.  
A s  t h e  s a m p l e  s i z e  b e c o m e s  l a r g e r ,  𝑁(𝑝 − 𝜋) h a s  m - v a r i a t e  n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n  w i t h  z e r o  m e a n  v e c t o r  a n d  v a r i a n c e  m a t r i x  ∑  w i t h  e l e m e n t s   

𝜎!! = 𝜋! 1 − 𝜋!  𝑓𝑜𝑟 𝑗 = 1,2,… ,𝑚  

𝜎!" = −𝜋!𝜋! 𝑓𝑜𝑟 𝑗 ≠ 𝑘  

T h e r e  a r e  a l t e r n a t i v e  m u l t i p l e  s o l u t i o n s  p r o p o s e d  t o  e s t i m a t e  
m u l t i n o m i a l  i n t e r v a l s ,  a m o n g  t h e  m o s t  c o m m o n l y  u s e d  b e i n g :  

•  G o l d ,  Q u e s e n b e r r y ,  a n d  H u r s t  M e t h o d  
•  B a i l y  M e t h o d  

T h e  G o l d ,  Q u e s e n b e r r y  a n d  H u r s t  a p p r o a c h  u s e s  t w o  a s y m p t o t i c  
s i m u l t a n e o u s  c o n f i d e n c e   i n t e r v a l s  f o r  π j :   

𝑝! ± 𝜒
!!(!!!!)

!

!/!
 a n d  !

!!!!! ± !! !!!!!!(!!!!!)/!
!/!

!(!!!!)
 

W h e r e  𝜒! i s  t h e  c h i - s q u a r e  d i s t r i b u t i o n  w i t h  1  d e g r e e  o f  f r e e d o m  
e s t i m a t e d  a t  1 0 0 ( 1 -  α / m )  p e r c e n t i l e ,  b a s e d  o n  t h e  B o n f e r r o n i  i n e q u a l i t y .  

 

B a i l y  p r o p o s e d  t h e  f o l l o w i n g  t w o  s i m u l t a n e o u s  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l s   
f o r  π j :   

𝑠𝑖𝑛 𝑌!! ±
!

!!!!

!
 a n d   

!!!± !(!!!!!!!!
!/! !

!!! !  

𝑓𝑜𝑟 𝑗 = 1,2,… ,𝑚 w h e r e  𝐶 = 𝜒!/4𝑁 

a n d  𝑌!! =  𝑠𝑖𝑛!! 𝑛! + 3/8)/(𝑁 + 3/4) 

a n d  𝑌!! =  𝑛! + 3/8)/(𝑁 + 1/8) a n d  𝜒! i s  t h e  c h i - s q u a r e  d i s t r i b u t i o n  w i t h  1  
d e g r e e  o f  f r e e d o m  e s t i m a t e d  a t  1 0 0 ( 1 -  α / m )  p e r c e n t i l e ,  b a s e d  o n  t h e  
B o n f e r r o n i  i n e q u a l i t y .  
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F .  P o i s s o n  C o n f i d e n c e  i n t e r v a l s  a n d  T e s t   
 

T h e  e s t i m a t i o n  o f  P o i s s o n  C o n f i d e n c e  I n t e r v a l s  f o r  t h e  
p o p u l a t i o n  p a r a m e t e r ,  t h e  P o i s s o n  r a t e  𝜆,   1/𝜆 b e i n g  t h e  t i m e  i n t e r v a l   
b e t w e e n  t w o  P o i s s o n  e v e n t s ,   w i t h  w a s  p r o p o s e d  i n  V .  G u e r r i e r o ,  A .  
I a n n a c e ,  S .  M a z z o l i ,  M .  P a r e n t e ,  S .  V i t a l e ,  M .  G i o r g i o n i  ( 2 0 0 9 ) .  
" Q u a n t i f y i n g  u n c e r t a i n t i e s  i n  m u l t i - s c a l e  s t u d i e s  o f  f r a c t u r e d  r e s e r v o i r  
a n a l o g u e s :  I m p l e m e n t e d  s t a t i s t i c a l  a n a l y s i s  o f  s c a n  l i n e  d a t a  f r o m  
c a r b o n a t e  r o c k s " .  J o u r n a l  o f  S t r u c t u r a l  G e o l o g y  ( E l s e v i e r ) .  

T h e  m e t h o d  u s e s  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  P o i s s o n  a n d  N o r m a l  
d i s t r i b u t i o n  a s  s h o w n  i n  A r o n i S m a r t L y t i c s ™  m o d u l e  o n  t h e  r e l a t i o n s h i p s  
a m o n g  t h e  m a i n  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s .   

T h e  m e t h o d  a s s u m e s  a  s a m p l e  s i z e  b e t w e e n  1 5  a n d  2 0  o b s e r v a t i o n s .  

L e t  n  b e  t h e  n u m b e r  o f  s a m p l e d  p o i n t s  o r  e v e n t s  o r  o b s e r v a t i o n s  
a n d  L  t h e  t i m e  i n t e r v a l .    

T h e  P o i s s o n  u p p e r  a n d  l o w e r  l i m i t s  o f  t h e  1 - 𝛼 c o n f i d e n c e  i n t e r v a l  
a r e  g i v e n  b y :  

𝜆!"# =
!!

!!!!/!
!!!

!

!
 a n d   𝜆!"" =

!!
!!!!/!
!!!

!

!
 

w h e r e  𝑍!!!/! i s  t h e  1 − !
!
 p e r c e n t i l e  o f  t h e  s t a n d a r d i z e d  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n   

 

G .  T e s t  o f  H o m o g e n e i t y  o f  P o i s s o n  R a t e s  

 

A  P o i s s o n  p r o c e s s  m a y  b e  h o m o g e n o u s  o r  n o n - h o m o g e n e o u s .   I n  
h o m o g e n o u s  P o i s s o n  p r o c e s s e s ,  t h e  r a t e  p a r a m e t e r  𝜆  i s  a s s u m e d  
c o n s t a n t  a n d  d o e s  n o t  v a r y  w i t h  t i m e  o r  s p a c e .  A  n o n - h o m o g e n o u s  
P o i s s o n  p r o c e s s  i s  a  P o i s s o n  p r o c e s s  i n  w h i c h  t h e  r a t e  p a r a m e t e r s ,  𝜆(𝑡)  
a r e  n o t  c o n s t a n t ,  b u t   a r e  a  f u n c t i o n  o f  t i m e  a n d  h e n c e  m a y  v a r y  w i t h  
t i m e .  R e s e a r c h e r s  a n d  p r a c t i t i o n e r s  a r e  h e n c e  u s u a l l y  r e q u i r e d  t o  t e s t  
w h e t h e r  t h e  r a t e s  a r e  h o m o g e n o u s  b e f o r e  m a k i n g  i n f e r e n c e .  

T h e  s t a n d a r d  m e t h o d  o f  t e s t i n g  t h e  h o m o g e n e i t y  o f  a  s e t  o f  k  
P o i s s o n  f r e q u e n c i e s  i s  t o  a p p l y  t h e  P o i s s o n  i n d e x  o f  d i s p e r s i o n .  T h e  
m e t h o d  u s u a l l y  u s e s  t h e  c h i - s q u a r e  g o o d n e s s  o f  f i t .   W i t h  t h e  m e t h o d ,  
t h e  P o i s s o n  f r e q u e n c i e s  c o n s t i t u t e  o b s e r v e d  f r e q u e n c i e s  i n  t h e  k  c e l l s  
w i t h  e x p e c t e d  v a l u e s ,  w i t h  k  > = 2 .    

C o n s e q u e n t l y ,  T e s t  o f  H o m o g e n e i t y  o f  P o i s s o n  R a t e s  i s  a  s p e c i a l  
c a s e  o f  C h i - S q u a r e  g o o d n e s s  o f  f i t .  
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H .  K o l m o g o r o v - S m i r n o v  O n e - S a m p l e  T e s t  

T h e  K o l m o g o r o v - S m i r n o v  O n e - S a m p l e  t e s t ,  n a m e d  a f t e r  t h e  
S o v i e t  R u s s i a n  m a t h e m a t i c i a n s  A n d r e y  N i k o l a e v i c h  K o l m o g o r o v  a n d  
V l a d i m i r  I v a n o v i c h  S m i r n o v ,  i s  s u i t e d  w h e n  o n e  i s  i n t e r e s t e d  i n  t h e  d e g r e e  
o f  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  a  s e t  o f  o b s e r v e d  s a m p l e  v a l u e s  
a n d  s o m e  s p e c i f i e d  t h e o r e t i c a l  d i s t r i b u t i o n .  T h e  r e s e a r c h e r ,  s t u d e n t  o r  
p r a c t i t i o n e r  i s  u s u a l l y  i n t e r e s t e d  i n  t e s t i n g  w h e t h e r  t h e  o b s e r v e d  v a l u e s  
c o u l d  b e  r e a s o n a b l y  a s s u m e d  t o  h a v e  c o m e  f r o m  a  p o p u l a t i o n  d e s c r i b e d  
b y  t h e  t h e o r e t i c a l  d i s t r i b u t i o n .  T h e  K o l m o g o r o v - S m i r n o v  t e s t  i s  a l s o  a  
k i n d  o f  g o o d n e s s - o f - f i t  t e s t .   

L e t  F 0  b e  a  c o m p l e t e l y  s p e c i f i e d  c u m u l a t i v e  r e l a t i v e  f r e q u e n c y  
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  t h e o r e t i c a l  d i s t r i b u t i o n  u n d e r  H 0 .  

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t  /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝐷! = max ( 𝐹! 𝑋! − 𝑆! 𝑋! ) 

𝑖 = 1,2…𝑛 

n =  n u m b e r  o f  
s a m p l e  o b s e r v a t i o n s  

𝐹!(𝑋!) =
1
𝑛 𝐼!!!!

!

!!!

 

𝐹!(𝑋!)= p r o p o r t i o n  o f  
c a s e s  e x p e c t e d  t o  
h a v e  a  s c o r e  o f  
e q u a l  t o  o r  l e s s  t h a n  
X i  

𝑆!(𝑋!)= p r o p o r t i o n  o f  
o b s e r v e d  c a s e s  w i t h  
a  s c o r e  o f  e q u a l  t o  
o r  l e s s  t h a n  X i  

𝐼!!!! i s  a n  i n d i c a t o r  
f u n c t i o n  e q u a l  t o  1  
i f  𝑋! ≤ 𝑥 a n d  0  
o t h e r w i s e    

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜:𝐷! = 0.  

K o l m o g o r o v  S m i r n o v  t e s t  f o c u s e s  o n  t h e  
l a r g e s t  o f  t h e  d e v i a t i o n s  b e t w e e n  𝐹!(𝑋!) a n d  
𝑆!(𝑋!)   H o  a s s u m e s  D n  i s  t o o  s m a l l  a n d  
w i t h i n  t h e  r a n g e  o f  a  r a n d o m  e r r o r  

S m a l l  
s a m p l e s   

U s u a l l y  e x p e c t e d  f r e q u e n c y  i s  a t  l e a s t  5  
b y  c a t e g o r y  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n   

𝑛𝐷! f o l l o w s  t h e  K o l m o g o r o v  
d i t r i b u t i o n  𝐾 = 𝑀𝑎𝑥!"[!,!]|𝐵 𝐹(𝑡 )|,  w h e r e  
B ( F ( t ) )  i s  t h e  B r o w n i a n  b r i d g e .  Pr 𝐾 ≤ 𝑥 =
!!
!

 𝑒! 2𝑖−1 2!!/(!!!)!
!!!  

P o w e r  M o r e  p o w e r f u l  t h a n  c h i - s q u a r e  f o r  s m a l l  
s a m p l e s  A s s u m e s  o r d i n a l  s c a l e  
m e a s u r e m e n t  
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I .  S h a p i r o – W i l k  t e s t  

T h e  S h a p i r o - W i l k  t e s t ,  n a m e d  a f t e r  t h e  C a n a d i a n  s t a t i s t i c i a n s  
S a m u e l  S h a p i r o  a n d  M a r t i n  W i l k  ,  i s  u s e d  t o  a s s e s  t h e  g o o d n e s s  o f  f i t  f o r  
a  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  T h e  S t a t i s t i c  a s s u m e s  t h a t  u n d e r  t h e  n u l l  
h y p o t h e s i s ,  o b s e r v e d  v a l u e s  c o m e  f r o m  a  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  p o p u l a t i o n .  

  

S t a t i s t i c /  C o n c e p t  F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  C o n c e p t  
D e f i n i t i o n  𝑊 =

𝛼!𝑦(!)!
!!!

!

𝑦! − 𝑦 !!
!!!

 

 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒  𝑦 !  𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑖𝑡ℎ 𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙𝑒𝑠𝑡 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑖𝑛 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑜𝑟 

 i t h  𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐  

 

𝑦 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑚𝑒𝑎𝑛 = 𝑦!  /𝑛 

(𝛼!,..,𝛼!) =
𝑚!𝑉!!

𝑚!𝑉!!𝑉!!𝑚 !/!  

w h e r e  (𝑚!,..,𝑚!)! w i t h   𝑚!,..,𝑚! t h e  e x p e c t e d  v a l u e s  
o f  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  o f  i n d e p e n d e n t  a n d  
i d e n t i c a l l y - d i s t r i b u t e d  r a n d o m  v a r i a b l e s  
s a m p l e d  f r o m  t h e  s t a n d a r d  n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n ,  a n d  V  i s  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  
o f  t h o s e  o r d e r  s t a t i s t i c s .  

H y p o t h e s i s  T e s t i n g  
a n d  T e s t  V a l i d i t y  

𝑇ℎ𝑒 𝑛𝑢𝑙𝑙 ℎ𝑦𝑝𝑜𝑡ℎ𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑖𝑠 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑊 𝑖𝑠 𝑡𝑜𝑜 𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙 

O t h e r  A s s u m p t i o n s  
a n d   

T h e  g o o d n e s s  o f  f i t  o f  a  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  
m a y  a l s o  b e  c h e c k e d  g r a p h i c a l l y  v i a  t h e   
q u a n t i l e ,  Q - Q ,   p l o t   

 

 

J .  H o d g e s - L e h m a n n  C o n f i d e n c e  I n t e r v a l  f o r  
T h e  M e d i a n  
T h e  H o d g e s - L e h m a n n  C o n f i d e n c e  I n t e r v a l  f o r  T h e  M e d i a n  t e s t ,  

a l s o  k n o w n  H o d g e s - L e h m a n n  e s t i m a t o r  o r  H o d g e s - L e h m a n n - S e n  e s t i m a t o r ,   
n a m e d  a f t e r  t h e  A m e r i c a n  s t a t i s t i c i a n s  J o s e p h  H o d g e s  a n d  E r i c h  L e h m a n n  
a n d  I n d i a n  s t a t i s t i c i a n  K u m a r  S e n ,  i s  u s e d  t o  e s t i m a t e  t h e  l o c a t i o n   
p a r a m e t e r  o r  m e d i a n  o f  a  p o p u l a t i o n  o r  t e s t  t h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t w o  
p o p u l a t i o n  l o c a t i o n  p a r a m e t e r s .  
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K .  L i l l i e f o r s  t e s t  
 

T h e  L i l l i e f o r s  t e s t ,  n a m e d  a f t e r  t h e  A m e r i c a n  s t a t i s t i c i a n  H u b e r t  
L i l l i e f o r s  i s  u s e d  t o  t e s t  t h e  g o o d n e s s - o f  f i t   u n d e r  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s  o f  
a  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d   p o p u l a t i o n .  I t  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  K o l m o g o r o v –
S m i r n o v  t e s t .   

L i l l i e f o r s  T e s t  i s  s i m i l a r  t o  t h e  K o l m o g o r o v - S m i r n o v  T e s t  f o r  o n e  
s a m p l e .   H o w e v e r ,  u n l i k e  t h e  K o l m o g o r o v  S m i r n o v  t e s t ,  L i l l i e f o r s  t e s t  
d o e s  n o t  m a k e  a n y  a s s u m p t i o n s  a b o u t  t h e  s h a p e  a n d  t h e  f o r m  o f  t h e  
n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  T h e  e x p e c t e d  v a l u e  o r  m e a n  a n d  t h e  v a r i a n c e  a r e  n o t  
s p e c i f i e d  a  p r i o r i ,  b u t  e s t i m a t e d  f r o m  t h e  d a t a .  H e n c e ,  L i l l i e f o r s  T e s t  
m a y  b e  v i e w e d  a s  b i a s e d  b y  t h e  s a m p l i n g  e r r o r  s i n c e  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  
a n d  v a r i a n c e  a r e  e s t i m a t e d  f r o m  t h e  o b s e r v e d  d a t a .  

L i l l i e f o r s  i n v o l v e s  t h e  f o l l o w i n g  s t e p s :    

 

•  S t e p  1 :   E s t i m a t e  t h e  p o p u l a t i o n  m e a n  a n d  p o p u l a t i o n  v a r i a n c e  
f r o m  t h e  o b s e r v a t i o n s .   

•  S t e p  2 :   F i n d  t h e  m a x i m u m  d i s c r e p a n c y  b e t w e e n  t h e  e m p i r i c a l  
( o b s e r v e d )  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  a n d  t h e  c u m u l a t i v e  
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  ( C D F )  o f  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  t h e  
e s t i m a t e d  m e a n  a n d  e s t i m a t e d  v a r i a n c e .   

•  S t e p  3 :  J u s t  a s  i n  t h e  K o l m o g o r o v – S m i r n o v  t e s t ,  t h i s  w i l l  b e  
t h e  t e s t  s t a t i s t i c .  

R e s e a r c h e r s  a n d  p r a c t i t i o n e r s  o f t e n  r e p l a c e  L i l l i e f o r s  T e s t  b y  t h e  Q -
Q  p l o t .   
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L .  T e s t  f o r  D i s t r i b u t i o n a l  S y m m e t r y   

T h e  T e s t  f o r  D i s t r i b u t i o n a l  S y m m e t r y  i s  a  t e s t  o f  c e n t r a l  
t e n d e n c y .  I t  i s  s u i t e d  w h e n  o n e  i s  i n t e r e s t e d  i n  t h e  s h a p e  o f  a  
d i s t r i b u t i o n .  T h e  s t a t i s t i c i a n  w a n t s  t o  m a k e  i n f e r e n c e  o n  a n  u n k n o w n  
b u t  s y m m e t r i c a l  d i s t r i b u t i o n .   T h e  t e s t  e x a m i n e s  t h r e e  s u b s e t s  o f  
t h r e e  v a r i a b l e s  e a c h :  R i g h t  t r i p l e ,  L e f t  T r i p l e  a n d  N e i t h e r .  E a c h  o f  
t h e  p o s s i b l e  t r i p l e s  i s  t h e n  c o d e d  a s  l e f t ,  r i g h t  a n d  n e i t h e r  b e f o r e  
c o m p u t i n g  t h e  s t a t i s t i c  o f  i n t e r e s t .  

 

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t / V a r i a b l
e  D e f i n i t i o n  

 

𝑇 = #𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 𝑡𝑟𝑖𝑝𝑙𝑒𝑠 − #𝑙𝑒𝑓𝑡 𝑡𝑟𝑖𝑝𝑙𝑒𝑠 

 

E x p e c t e d  
V a l u e  

E x p e c t e d  v a l u e  o f  t h e  
s t a n d a r d  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  

  

V a r i a n c e  V a r i a n c e  o f  t h e  n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n  

  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝜇! = 0 o r  X  h a s  a  s y m m e t r i c  d i s t r i b u t i o n .  
U n d e r  H o ,  T  i s  t o o  s m a l l  a n d  w i t h i n  t h e  r a n g e  
o f  a  r a n d o m  e r r o r .  

S m a l l  
s a m p l e s   

U s u a l l y  e x p e c t  s a m p l e  s i z e  
i s  a r o u n d  2 0  

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n   

z =  T / 𝜎! 

𝜎!! =
(n − 3)(n − 4)
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

𝐵!!
!

!!!

+
𝑁 − 3
𝑁 − 4

𝐵!"!

!!!!!!!

+
n(n − 1)(n − 2)

6
− 1

−
(n − 3)(n − 4)(n − 5)
𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

𝑇! 

Z  f o l l o w s  a  
s t a n d a r d  n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n  

 𝐵!=  #  r i g h t  
t r i p l e s  i n v o l v i n g  
X i  - # l e f t  t r i p l e s  
i n v o l v i n g  X i  

𝐵!"=  #  r i g h t  
t r i p l e s  i n v o l v i n g  
b o t h  X j   a n d  X k   -  
#  l e f t  t r i p l e s  
i n v o l v i n g  b o t h  X j   

a n d  X k    

P o w e r  R e a s o n a b l y  g o o d  f o r  
r e l a t i v e l y  l a r g e  s a m p l e s  

A s s u m e s  i n t e r v a l   
s c a l e  
m e a s u r e m e n t  
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M .  T h e  O n e - S a m p l e  R u n s  T e s t  o f  R a n d o m n e s s  

T h e  O n e - S a m p l e  R u n s  T e s t  o f  R a n d o m n e s s  i s  a  t e s t  o f  
i n d e p e n d e n c y .  I t  a t t e m p t s  t o  t e s t  w h e t h e r  a  s a m p l e  i s  r a n d o m n l y  
d r a w n  f r o m  a  p o p u l a t i o n ,  t h a t  i s  w h e t h e r  s u c c e s s i v e  o b s e r v a t i o n s  
a r e  i n d e p e n d e n t .   

T e c h n i q u e s  e x i s t  t h a t  u s e  t h e  o r d e r  o f  s e q u e n c e  o f  
o b s e r v a t i o n s  t o  t e s t  r a n d o m n e s s .  T h e  O n e - S a m p l e s  R u n s  T e s t  o f  
R a n d o m n e s s  i s  b a s e d  o n  a  d i f f e r e n t  a p p r o a c h  w h i c h  r e l i e s  o n  r u n s .  A  
r u n  i s  a  s u c c e s s i o n  o f  i d e n t i c a l  s y m b o l s  f o l l o w e d  b y  d i f f e r e n t  o r  n o  
s y m b o l s .   

F o r  e x a m p l e  a  s e r i e s  o f  s u c c e s s i v e  Y E S  a n s w e r  o n  a  g i v e n  
q u e s t i o n ,  b e f o r e  a  N O  a n s w e r  i s  o b s e r v e d  c o n s t i t u t e s  a  r u n .  T h e  t e s t  
m a y  b e  o n e  o r  t w o - t a i l e d .  

 

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t / V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑟
= 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑟𝑢𝑛𝑠 𝑖𝑛 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 

n  =  s a m p l e  s i z e  =  m + k  

𝑚=  #  o f  o b s e r v a t i o n s  
i n  t h e  o n e  c a t e g o r y  

𝑘=  #  o f  o b s e r v a t i o n s  
i n  t h e  o t h e r  c a t e g o r y    

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝑟! < 𝜇! < 𝑟! o r  t h e  o b s e r v a t i o n s  a p p e a r  i n  a  
r a n d o m  o r d e r .  I f  t h e  n u m b e r  o f  r u n s  i s  l e s s  o r  
e q u a l  t o  t h e  l o w e r  t h r e s h o l d  o r  g r e a t e r  o r  
e q u a l  t o  t h e  u p p e r  t h r e s h o l d ,  H o  i s  r e j e c t e d  

S m a l l  
s a m p l e s   

T h e  t e s t  i s  s u i t e d  f o r  s m a l l  s a m p l e s  ( m  a n d  k  
l e s s  t h a n  2 0 )  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n   

M e a n = 𝜇! = !!"
!
+ 1 

𝜎!! =
2mk(2mk − n)
(𝑛 − 1)𝑛!

 

𝑧 = !!!!
!!

  

=
𝑟 + ℎ − 2𝑚𝑘𝑛 − 1

2𝑚𝑘(2𝑚𝑘 − 𝑛 / 𝑛!(𝑛 − 1)
 

ℎ =

1
2

 𝑖𝑓 𝑟 < 2𝑚𝑘/𝑛 + 1 

−
1
2

 𝑖𝑓 𝑟 >
2𝑚𝑘
𝑛

+ 1
 

Z  f o l l o w s  a  
s t a n d a r d  n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n  

  

P o w e r -
e f f i c i e n c y  

N o n p a r a m e t r i c  t e s t  o f  r a n d o m n e s s  o f  a  
s e q u e n c e  o f  e v e n t s .   
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N .  T h e  C h a n g e - P o i n t  T e s t  

T h e  C h a n g e  P o i n t  T e s t  i s  a  q u a n t i l e  t e s t .  I t  a t t e m p t s  t o  t e s t  
w h e t h e r  t h e r e  w a s  a  s h i f t  i n  a n  o r d e r e d  s e q u e n c e  o f  o b s e r v a t i o n s .  T h e  
t e s t  a s s u m e s  t h a t  t h e r e  i s  a n  u n d e r l y i n g  p r o c e s s  t h a t  g e n e r a t e s  t h e  
o b s e r v a t i o n s  i n  a n  o r d e r e d  s e q u e n c e ,  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  r e s p o n s e s  
h a s  o n e  m e d i a n ,  a n d  a t  s o m e  p o i n t  t h e r e  w a s  a  s h i f t  i n  t h e  m e d i a n .   

T h e  t e s t  m a y  b e  o n e  o r  t w o - t a i l e d .  O n e - t a i l e d  t e s t  l o o k s  a t  u p w a r d  
o r  d o w n w a r d  s h i f t  i n  t h e  d i s t r i b u t i o n .  T w o - t a i l e d  t e s t  a s s e s s e s  t h e  
p o t e n t i a l  s h i f t ,  w i t h o u t  r e g a r d  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  c h a n g e .  

  

S t a t i s t i c
/  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

F o r  a  b i n o m i a l  v a r i a b l e ,  X  

T h e  n u m b e r  o f  s u c c e s s e s :  
𝑚 = 𝑋!!

!!!   

T h e  n u m b e r  o f  f a i l u r e s :  k = n - m  

C u m u l a t i v e  n u m b e r  o f  
s u c c e s s e s  a t  e a c h  p o i n t  j  i n  a  
s e q u e n c e :  𝑆! = 𝑋!

!
!!!  

T h e  l a r g e s t  a b s o l u t e  
d i f f e r e n c e  o b s e r v e d  i n  t h e  
s e q u e n c e :  

𝐷!,! = 𝑚𝑎𝑥
𝑛
𝑚𝑘 𝑆! −

𝑗𝑚
𝑛  

F o r  a n  o r d i n a l  
v a r i a b l e ,  X  

T h e  s u m  o f  t h e  r a n k s  
o f  t h e  v a r i a b l e s  a t  o r  
b e f o r e  p o i n t  j :  
𝑊! = 𝑟!

!
!!!  ;  j <  n  

T h e  s t a t i s t i c  d i v i d i n g  
t h e  s e q u e n c e  i n t o  
o b s e r v a t i o n s  
o c c u r r i n g  b e f o r e ,  m ,  
a n d  t h o s e  o c c u r r i n g  
a f t e r  k ,  t h e  c h a n g e :  

𝐾!,! = 𝑚𝑎𝑥 2𝑊𝑗 − 𝑗 𝑛 + 1  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n   

V a r i a n c e  o f  𝑊!:  

𝜎!! =
mk(n + 1)

12
 

𝑧 =  
!!!!!(!!!)

!
!"(!!!) /!"

 

W  i s  t h e  s u m  o f  W j  w h e r e  K m , k  

i s  m a x i m i z e d .  

ℎ =

1
2

 𝑖𝑓 𝑊 < 𝑚(𝑛 + 1)/2 

−
1
2  𝑖𝑓𝑊 >

𝑚(𝑛 + 1)
2

 

Z  f o l l o w s  a  
s t a n d a r d  n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n  

  

P o w e r -
e f f i c i e n c y  

T h e r e  i s  u s u a l l y  n o t  d i r e c t  a n d  s t r a i g h t f o r w a r d  
n o n p a r a m e t r i c  f o r  d i c h o t o m o u s  v a r i a b l e  T h e  t e s t  i s  
a p p r o p r i a t e  f o r  o r d i n a l  o r  c o n t i n u o u s  m e a s u r e m e n t  
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O .  T h e  M c N e m a r  C h a n g e  T e s t  

T h e  M c N e m a r  C h a n g e  T e s t ,  n a m e d  a f t e r  t h e  A m e r i c a n  p s y c h o l o g i s t  
a n d  s t a t i s t i c i a n  Q u i n n  M c N e m a r ,  a t t e m p t s  t o  t e s t  t h e  s i g n i f i c a n c e  o f  
c h a n g e s  a f t e r  a n  e x p e r i m e n t  o r  e v e n t  f o r  s u b j e c t s  i n  a  s a m p l e .  I n  
M c N e m a r  t e s t ,  e a c h  s u b j e c t  s e r v e s  a s  i t s  o w n  c o n t r o l .   

T h e  t e s t  a s s u m e s  t h a t  t h e r e  i s  m e a s u r e m e n t ,  a t  n o m i n a l  o r  o r d i n a l  
s c a l e ,  o n  t h e  s u b j e c t   “ b e f o r e ”  a n d  “ a f t e r ”  t h e  e x p e r i m e n t  s t a r t s .  A  
f o u r f o l d  t a b l e  c r o s s i n g  A f t e r  a n d  B e f o r e  t h e  e v e n t  m e a s u r e m e n t s  i s  
u s e d  i n  t h e  s t u d y .  T h e  t o t a l  n u m b e r  o f  s u b j e c t s  w i t h  c h a n g e s  i s  
c o m p u t e d  a n d  u s e d  t o  t e s t  t h e  s i g n i f i c a n c e  o f  c h a n g e s ,  w i t h o u t  r e g a r d  t o  
t h e  d i r e c t i o n  o f  c h a n g e .  A s s u m i n g  t h a t  A  s u b j e c t s  h a v e  t h e i r  r e s p o n s e s  
c h a n g e d  i n  o n e  d i r e c t i o n  a n d  B  s u b j e c t s  h a v e  t h e i r  r e s p o n s e s  c h a n g e d  i n  
t h e  o t h e r  d i r e c t i o n :   

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑋! =
𝑂! − 𝐸! !

𝐸!

!

!!!

 

= !!(!!!)/! !

(!!!)/!
+ !!(!!!)/! !

(!!!)/!
 

= !!! !

!!!
;  w i t h  d f = 1   

𝑂!=  o b s e r v e d  n u m b e r  o f  
c a s e s  f o r  c a t e g o r y  i  

𝐸!=  e x p e c t e d  n u m b e r  o f  
c a s e s  f o r  c a t e g o r y  I  
w h e n  H o  i s  t r u e  

A + D  t o t a l  n u m b e r  o f  
s u b j e c t s  w h o s e  r e s p o n s e  
c h a n g e d  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜:  𝑋! 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠 𝑐ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒  𝜒!  𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒𝑠  

𝑜𝑓 𝑓𝑟𝑒𝑒𝑑𝑜𝑚 𝑑𝑓 = 1.  W h e n  H o  a s s u m e s  e q u a l  
p r o p o r t i o n  o f  c a s e s  i n  e a c h  c a t e g o r y :   𝐸! = 𝑛 𝑘 

 

S m a l l  
E x p e c t e d  
F r e q u e n c i e s   

U s e  t h e  b i n o m i a l  t e s t  f o r  v e r y  s m a l l  s a m p l e s  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n   

 𝑋! 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠 𝑐ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒  𝜒!  

w i t h  d f = 1 .  T h e  s a m p l i n g  d i s t r i b u t i o n  i s  t h e  
s a m e  a s  t h e  c h i - s q u a r e  d i s t r i b u t i o n  a s  t h e  
e x p e c t e d  f r e q u e n c i e s  b e c o m e  l a r g e r ( i n f i n i t e  

C o r r e c t i o n  
f o r C o n t i n u i t y   

𝑋! = !!! !! !

!!!
 w i t h  d f = 1  

P o w e r  U s e  w h e n  s a m p l e s  a r e  r e l a t i v e l y  l a r g e r .  
O t h e r w i s e  u s e  t h e  b i n o m i a l  t e s t   
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P .  T h e  S i g n  T e s t  

 

T h e  S i g n  T e s t  a t t e m p t s  t o  t e s t  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  c h a n g e s  f o r  t w o  
m e a s u r e s ,  e s p e c i a l l y  w h e n  t h e  m e a s u r e s  a r e  q u a l i t a t i v e  t h a n  q u a n t i t a t i v e .  
T h e  t e s t  i s  s u i t e d  f o r  t w o  r e l a t e d  s a m p l e s  w h e n  t h e  e x p e r i m e n t e r  a n d  
r e s e a r c h e r  a r e  o n l y  i n t e r e s t e d  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  c h a n g e s ,  w i t h  t h e  
a s s u m p t i o n s  o f  a  p r o g r e s s i v e  s c a l e  m e a s u r e m e n t .   

T h e r e  a r e  n o  a s s u m p t i o n s  o n  t h e  f o r m  a n d  t h e  s h a p e  o f  t h e  
u n d e r l y i n g  d i s t r i b u t i o n  o r  t h e  p o p u l a t i o n s  f r o m  w h i c h  t h e  s a m p l e  a r e  
d r a w n .  T h e  o n l y  r e q u i r e m e n t  i s  t h e  m a t c h i n g  o f  t h e  s u b j e c t s  u n d e r  s t u d y .  
A s s u m i n g  t h a t  A  s u b j e c t s  h a v e  t h e i r  r e s p o n s e s  c h a n g e d  i n  o n e  d i r e c t i o n  
a n d  B  s u b j e c t s  h a v e  t h e i r  r e s p o n s e s  c h a n g e d  i n  t h e  o t h e r  d i r e c t i o n :  

  

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑃 𝑋! > 𝑌! = 𝑃[𝑋! < 𝑌!]= 1 / 2   𝑋!=  j u d g m e n t  o r  s c o r e  
u n d e r  o n e  c o n d i t i o n  

𝑌!=  j u d g m e n t  o r  s c o r e  
u n d e r  t h e  o t h e r  
c o n d i t i o n  

𝑋! !𝑎𝑛𝑑 𝑌! a r e  t h e  
m a t c h e d  s c o r e s  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜:  

𝑃 𝑋! > 𝑌! = 𝑃[𝑋! < 𝑌!]= 1 / 2   

H o  a s s u m e s  e q u a l  
p r o p o r t i o n  o f  c a s e s  i n  
e a c h  c a t e g o r y    

S m a l l  S a m p l e s   U s e  b i n o m i a l  t e s t  f o r  v e r y  s m a l l  
s a m p l e s  w i t h  p = q = 1 / 2  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  

L a r g e  S a m p l e s   

M e a n : 𝜇! = 𝑛𝑝 = !
!
 

V a r i a n c e :  𝜎!! = 𝑛𝑝𝑞 =
𝑛/4 

𝑧 =
2𝑥 − 𝑛

𝑛
 

T h e  s a m p l i n g  
d i s t r i b u t i o n  Z  i s  a  
n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  
w i t h  m e a n  n / 2  a n d  
v a r i a n c e  n / 4  

C o r r e c t i o n  f o r  
C o n t i n u i t y  

𝑧 =
2𝑥 ± 1 − 𝑛

𝑛
 T h i s  c o r r e s p o n d s  t o  

u s i n g  x + 0 . 5  w h e n  
x < n / 2  a n d  x - 0 . 5  w h e n  
x > n / 2  

P o w e r  U s e  w h e n  s a m p l e s  a r e  v e r y  s m a l l .   
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Q .  M a r g i n a l  H o m o g e n e i t y  t e s t  

 

T h e  M a r g i n a l  H o m o g e n e i t y  T e s t  a t t e m p t s  t o  t e s t  t h e  s i g n i f i c a n c e  
i n  t h e  d i f f e r e n c e s  a m o n g  t h e  r o w s  a n d  c o l u m n s  o f  a  c o n t i n g e n c y  t a b l e .   I t  
i s  o f t e n  v i e w e d  a s  a n  e x t e n s i o n  o f  M c N e m a r  t e s t .   

M a r g i n a l  h o m o g e n e i t y  r e f e r s  t o  e q u a l i t y  ( l a c k  o f  s i g n i f i c a n t  
d i f f e r e n c e )  b e t w e e n  o n e  o r  m o r e  o f  t h e  r o w  m a r g i n a l  p r o p o r t i o n s  a n d  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  c o l u m n  p r o p o r t i o n ( s ) .  

W h e n  t h e  r o w s  a n d  c o l u m n s  p r o p o r t i o n s  a r e  e q u a l ,  t h e r e  i s  
a g r e e m e n t  a m o n g  t h e  c o l u m n  a n d  r o w  f a c t o r s .  M a r g i n a l  h o m o g e n e i t y  i s  
o f t e n  u s e f u l  i n  a n a l y z i n g  r a t e r  a g r e e m e n t .   

U s u a l l y  t h e  c o n t i n g e n c y  t a b l e  i s  a s  f o l l o w s ,  w i t h  R a t e r  1  a n d  R a t e r  2  
r a t i n g s  s u b j e c t s  w i t h  s c o r e s  1 ,  2 ,  . . . k .  P i j  i s  t h e  p r o p o r t i o n  o r  t h e  
f r e q u e n c i e s  o f  a l l  o b s e r v a t i o n s  a s s i g n e d  t o  s c o r e  i  o n  R a t e r  1  a n d  j  f r o m  
R a t e r  2 :  

 

 R a t e r  2  

R a t e r  1  1  2  …  m   C o l u m n  

1  p 1 1  p 1 2   p 1 3  p 1 .  

2  p 2 1  p 2 2  …  p 2 3  p 2 .  

…  …  …  …  …  …  

m  p 3 1  p 3 2   p 3 3  p r .  

 R o w  p . 1  p . 2  …  p . k  1 . 0  

 

H e r e  p i j  d e n o t e s  t h e  p r o p o r t i o n  o f  a l l  c a s e s  a s s i g n e d  t o  c a t e g o r y  i  
R a t e r  1  a n d  c a t e g o r y  j  b y  R a t e r  2 .   

T h e  t e r m s  p 1 . ,  p 2 . ,  a n d  p m .  d e n o t e  t h e  m a r g i n a l  p r o p o r t i o n s  f o r  
R a t e r  1 - - i . e .  t h e  t o t a l  p r o p o r t i o n  o r  f r e q u e n c y  o f  t i m e s  R a t e r  1  u s e s  
c a t e g o r i e s  1 ,  2 ,  . . ,  m ,  r e s p e c t i v e l y .   

S i m i l a r l y ,  p . 1 ,  p . 2 ,  a n d  p . m  a r e  t h e  m a r g i n a l  p r o p o r t i o n s  f o r  R a t e r  2 .  

T h e  M a r g i n a l  P r o p o r t i o n s  t e s t  c a n  t h e n  b e  c o n d u c t e d  u s i n g  t h e  
C h i - s q u a r e  t e s t ,  i n  c a s e  o f  a s s u m e d  i n d e p e n d e n c e  o r  M c N e m a r  t e s t ,  i f  t h e  
o b s e r v a t i o n s  a r e  a s s u m e d  t o  b e  p o t e n t i a l l y  c o r r e l a t e d .  
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R .   L i k e l i h o o d  R a t i o  T e s t   

 

T h e  L i k e l i h o o d  R a t i o n  T e s t  i s  u s e d  t o  c o m p a r e  t h e  a d e q u a c y  a n d  
f i t  o f  t w o  m o d e l s ,  e i t h e r  r e l a t e d  o r  n o t .  F o r  r e l a t e d  m o d e l s ,  o n e  i s  
n e s t e d  w i t h i n  a n d  i s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  o t h e r .   T h e  n e s t e d  s i m p l e r  
m o d e l  i s  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s  m o d e l .  

  

T h e  t e s t  i s  b a s e d  o n  t h e  l i k e l i h o o d  f u n c t i o n .  T h e  l i k e l i h o o d  f u n c t i o n  
e x p r e s s e s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  s o m e  o b s e r v e d  o u t c o m e s  g i v e n  s p e c i f i e d  
p a r a m e t e r  v a l u e s .   T h e  l i k e l i h o o d  f u n c t i o n  q u a n t i f i e s  t h e  l i k e l i h o o d  o f  
o b s e r v a t i o n s  c o m i n g  f r o m  a  s p e c i f i e d  m o d e l .  T h e  l i k e l i h o o d  r a t i o  t h e n  
e x p r e s s e s  h o w  m a n y  t i m e s  m o r e  l i k e l y  t h e  d a t a  a r e  u n d e r  o n e  m o d e l  t h a n  
t h e  o t h e r .   

F o r  p r a c t i c a l  p u r p o s e s  a n d  s i m p l i c i t y ,  t h e  l o g a r i t h m  o f  t h e  l i k e l i h o o d  
r a t i o  i s  u s e d .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  s t a t i s t i c  i s  k n o w n  a s  “ L o g - l i k e l i h o o d  
r a t i o ” .  T h e  e s t i m a t i o n  o f  t h e  s t a t i s t i c  a n d  t h e  p r o b a b i l i t i e s  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  s t a t i s t i c  c a n  b e  d o n e  u s i n g  W i l k s ’  t h e o r e m  o r  N e y m a n -
P e a r s o n  L e m m a .  

B a s e d  o n  W i l k ’ s  t h e r o r e m ,  n a m e d  a f t e r  t h e  A m e r i c a n  s t a t i s t i c i a n  
S a m u e l  S t a n l e y  W i l k s ,  t h e  s t a t i s t i c  f r o m  t h e  L o g - l i k e l i h o o d  r a t i o ,  u s u a l l y  
d e n o t e d  D ,  a s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  2 l n  ( l i k e l i h o o d )  
a p p r o x i m a t e l y  f o l l o w s  a  c h i - s q u a r e  d i s t r i b u t i o n  w i t h  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  
e q u a l  d f 2 - d f 1 ,  u n d e r  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  n e s t e d  m o d e l  i s  
c o r r e c t .   

d f 2  a n d  d f 1  a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  n u m b e r  o f  f r e e  p a r a m e t e r s  f r o m  
t h e  a l t e r n a t i v e  ( g e n e r a l )  a n d  t h e  n u l l  ( n e s t e d )  m o d e l .     

 

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
C o n c e p t  
D e f i n i t i o n  

𝐷 = −2𝑙𝑛
𝑙𝑖𝑘𝑒𝑙𝑖ℎ𝑜𝑜𝑑 𝑓𝑜𝑟 𝑡ℎ𝑒 𝑛𝑢𝑙𝑙 𝑛𝑒𝑠𝑡𝑒𝑑 𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙

𝐿𝑖𝑘𝑒𝑙𝑖ℎ𝑜𝑜𝑑 𝑓𝑜𝑒 𝑡ℎ𝑒 𝐴𝑙𝑡ℎ𝑒𝑟𝑛𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙
 

= - 2 l n ( l i k e l i h o o d  f o r  t h e  n u l l  m o d e l ) +  
2 l n ( l i k e l i h o o d  f o r  t h e  a l t e r n a t i v e  m o d e l )  

= 2 ln 𝐿! − ln (𝐿!)  

H y p o t h e s i s  
T e s t i n g   

𝐷 = 2 ln 𝐿!/𝐿! = 2 ln 𝐿! − ln (𝐿!)  

f o l l o w s  𝜒!!"!!!"! 

O t h e r  
A s s u m p t i o n s  
a n d   

T h e  L i k e l i h o o d  F u n c t i o n  n e e d s  t o  b e  
e s t i m a t e d  i n  o r d e r  t o  a p p l y  t h e  t e s t .  
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S .  L i k e l i h o o d  R a t i o  C o n f i d e n c e  I n t e r v a l s  

 

T h e  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l s  o f  t h e  L i k e l i h o o d  R a t i o  T e s t  a r e  b a s e d  
o n  N e y m a n - P e a r s o n  L e m m a ,  n a m e d  a f t e r  t h e  P o l i s h  A m e r i c a n  
s t a t i s t i c i a n  J e r z y  N e y m a n  a n d  B r i t i s h  s t a t i s t i c i a n  E g o  S h a r p e  P e a r s o n .   

F r o m  t h e  L e m m a :  

H o :  n u l l  m o d e l  w i t h  p a r a m e t e r s  𝜽𝟎 v s .  H 1 :  A l t e r n a t i v e  m o d e l  
w i t h  p a r a m e t e r s  𝜽𝟏  

T h e  l i k e l i h o o d  r a t i o  t e s t  w h i c h  r e j e c t s  H o  i n  f a v o r  o f  H 1  i s  
f o r m u l a t e d  a s  t h e  m o s t  p o w e r f u l  t e s t  o f  s i z e  𝛼  w h e n  Λ (x) = !(!!|!)

!(!!|!)
≤ 𝜂 w h e r e  

𝑃(Λ x ≤ 𝜂|𝐻𝑜) =  𝛼,  t h e  s i g n i f i c a n c e  l e v e l .  

 

S t a t i s t i c /  C o n c e p t  F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  C o n c e p t  
D e f i n i t i o n  

Λ (x) = !(!!|!)
!(!!|!

≤ 𝜂,  w h e r e  𝐿(𝜃!|𝑥) i s  t h e  l i k e l i h o o d  
f u n c t i o n   

H y p o t h e s i s  T e s t i n g  
a n d  T e s t  V a l i d i t y  

𝑞.𝑃 Λ = 𝑐 𝐻𝑜 + 𝑃 Λ < 𝑐 𝐻� = 𝛼 

I f   Λ  >  c  ,  d o  n o t  r e j e c t   H 0  ;                                        

I f   Λ  <  c  ,  r e j e c t   H 0  ;                                        

R e j e c t  w i t h  p r o b a b i l i t y   q   i f   Λ  =  
c .                                    

O t h e r  A s s u m p t i o n s  
a n d   

T h e  L i k e l i h o o d  F u n c t i o n  n e e d s  t o  b e  
e s t i m a t e d  i n  o r d e r  t o  a p p l y  t h e  t e s t .  

 

 

T .  C o n f i d e n c e  I n t e r v a l s  f o r  O d d s  r a t i o  

 

T h e  C o n f i d e n c e  I n t e r v a l s  f o r  O d d s  R a t i o  a r e  a p p l i e d  t o  a s s e s s  
t h e  o d d s  o f  a n  e v e n t  o r  o b s e r v a t i o n  o c c u r r i n g  i n  o n e  g r o u p  a g a i n s t  t h e  
o d d s  o f  t h e  e v e n t  o r  o b s e r v a t i o n  o c c u r r i n g  i n  a n o t h e r  g r o u p .   

T h e  o d d s  r a t i o  i s  u s e d  t o  m e a s u r e  t h e  a s s o c i a t i o n  o r  t h e  d e g r e e  o f  
i n d e p e n d e n c e  b e t w e e n  t w o   c a t e g o r i c a l  o r  d i c h o t o m o u s  s a m p l e s  o r  
g r o u p s .  I n  g e n e r a l ,  t h e  p r o b l e m  s u i t a b l e  t o  O d d s  r a t i o  t e s t s  i s  p r e s e n t e d  
a s  f o l l o w s :  

,  
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 V a r i a b l e  Y  

V a r i a b l e  X  0  1  C o l u m n  

0  p 0 0  p 0 1  p 1 .  

1  p 1 0  p 1 1  p 2 .  

R o w  p . 1  p . 2  1 . 0  

 

w h e r e  p 1 1 ,  p 1 0 ,  p 0 1  a n d  p 0 0  a r e  n o n - n e g a t i v e  " c e l l  p r o b a b i l i t i e s "  
t h a t  s u m  t o  o n e .   T h e  c o n t i n g e n c y  t a b l e  f r o m  t h e  o b s e r v a t i o n s  i s :  

 Y  =  0  Y  =  1  

X  =  0  
  

n 0 0

                     

  
n 0 1

                     

X  =  1  
  

n 1 0
                     

  
n 1 1

                     

 

W i t h  t h e  e s t i m a t e d  p r o p o r t i o n s ,   𝑝!" 

w h e r e  𝑝!"=  n i j  /  n ,  w i t h  n  =  n 1 1  +  n 1 0  +  n 0 1  +  n 0 0  b e i n g  t h e  
s u m  o f  a l l  f o u r  c e l l  c o u n t s .  

T h e  o d d s  f o r  Y  w i t h i n  t h e  t w o  s u b p o p u l a t i o n s  d e f i n e d  b y  X  =  0  a n d  X  
=  1  a r e  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t i e s  g i v e n  X :  

 

 Y  =  0  Y  =  1  

X  =  0   p 0 0  /  ( p 0 0  +  
p 0 1 )                      

  p 0 1  /  ( p 0 1  +  
p 0 0 )                      

X  =  1    p 1 0  /  ( p 1 1  +  
p 1 0 )                      

 p 1 1  /  ( p 1 0  +  
p 1 1 )                      

T h u s  t h e  o d d s  r a t i o  i s :  

odd ratio =
𝑝!! 𝑝!! + 𝑝!"
𝑝!" 𝑝!! + 𝑝!"

𝑝!" 𝑝!" + 𝑝!!
𝑝!! 𝑝!" + 𝑝!!

=  
𝑝!!𝑝!!
𝑝!"𝑝!"

 



A r o n i S m a r t L y t i c s  H a n d b o o k  f o r  A p p l i e d  S t a t i s t i c s  3 3  

 

 

S t a t i s t i c /  C o n c e p t  F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  C o n c e p t  
D e f i n i t i o n  

T h e  s a m p l e  l o g  o d d s  r a t i o  i s :  

log ( !!!!!!
!!"!!"

) = log (!!!!!!
!!"!!"

) 

H y p o t h e s i s  T e s t i n g  
a n d  T e s t  V a l i d i t y  

T h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  l o g  o d d s  r a t i o  
a p p r o x i m a t e l y  f o l l o w s  a  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  
w i t h  m e a n  =  s a m p l e  l o g  o d d  r a t i o  a n d  
s t a n d a r d  d e v i a t i o n  = !

!!!
+ !

!!"
+ !

!!"
+ !

!!!
 

O t h e r  A s s u m p t i o n s  
a n d   

T h e  o d d  r a t i o s  h a v e  a  s y m m e t r i c a l  
p r o p e r t y .  

 

 

 

 

U .  B a r n a r d ' s  t e s t  

 

T h e  B a r n a r d ’ s  t e s t ,  n a m e d  a f t e r  t h e  B r i t i s h  s t a t i s t i c i a n  G e o r g e  
A l f r e d  B a r n a r d  i s  u s e d  t o  t e s t  t h e  i n d e p e n d e n c e  o f  r o w s  a n d  c o l u m n s  i n  a  
c o n t i n g e n c y  t a b l e .   I t  i s  a n  e x a c t  t e s t  a n d  p r e s e n t s  a n  a l t e r n a t i v e  t o  a n d  
w i t h  t h e  c l a i m  o f  b e i n g  s o m e t i m e s  m o r e  p o w e r f u l  t h a n  t h e  F i s h e r ' s  
E x a c t  t e s t .   B a r n a r d ’ s  t e s t  i s  m o r e  c o m p u t a t i o n a l l y  i n v o l v i n g  t h a n  t h e  
F i s h e r ’ s  e x a c t  t e s t .  

 

 

V .  S a v a g e  a n d  M a x i m u m  E f f i c i e n c y  R o b u s t  T e s t  
( M E R T )  S c o r e s .  
 

T h e  S a v a g e  T e s t ,  n a m e d  a f t e r  t h e  A m e r i c a n  s t a t i s t i c i a n  
L e o n a r d  J i m m i e  S a v a g e ,  u s e s  t h e  r a n k  s c o r e s ,  o r  l i n e a r  r a n k  
s t a t i s t i c  t o  t e s t  t h e  i n d e p e n d e n c e  o f  o b s e r v a t i o n s  w i t h  t h e  a s s u m p t i o n s  
o f  a  l o g i s t i c  d i s t r i b u t i o n  u n d e r  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s .   

 

T h e  S a v a g e  e x a c t  s c o r e s  f r o m  a  s e t  o f  o b s e r v a t i o n s  d r a w n  f r o m  a  
s a m p l e  o f  s i z e  n  a n d  r a n k e d  f r o m  l o w e s t  t o  t h e  l a r g e s t  v a l u e  a r e :  
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𝛼∗ 𝑛, 𝑖 = !
!
+ !

!!!
+⋯+ !

!!!!!
; 𝑖 = 1, . . , 𝑛  

 

A s y m p t o t i c a l l y  t h e  S a v a g e  t e s t  c o r r e s p o n d s  t o  l o g - r a n k  t e s t .  

 

𝑏 𝑛, 𝑖 = ln {1 −
𝑖

𝑛 + 1
}; 𝑖 = 1, . . , 𝑛 

 

S a v a g e  S c o r e s  t e s t  i s  p o p u l a r  i n  t h e  a r e a  o f  G a m e  t h e o r y  e c o n o m i c s ,  
i n  w h i c h  L e o n a r d  J i m m i e  S a v a g e  w a s  a  r e n o w n  e x p e r t .  

 

M E R T :  M a x i m u m  E f f i c i e n c y  R o b u s t  t e s t ,  d e v e l o p e d  b y  A m e r i c a n  
s t a t i s t i c i a n  J o s e p h  L .  G a s w i r t h  i s  a l s o  r e l a t e d  t o  l o g - r a n k  t e s t .  I t  i s  a  
l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  e f f i c i e n t  r o b u s t  s c o r e s  a n d  i s  h i g h l y  d e p e n d e n t  o n  
t h e  s i t u a t i o n  u n d e r  a n a l y s i s .  T h e r e  a r e  s e v e r a l  t h e o r e t i c a l  d e r i v a t i o n s  o f  
M E R T  t e s t s .  
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W .  T h e  W i l c o x o n  S i g n e d  R a n k s  T e s t  

E x p e r i m e n t e r s  a r e  o f t e n  i n t e r e s t e d  n o t  o n l y  i n  t h e  d i r e c t i o n ,  b u t  
a l s o  i n  t h e  m a g n i t u d e  o f  c h a n g e s .  W h i l e  t h e  S i g  T e s t  i s  s u i t a b l e  f o r  t h e  
d i r e c t i o n  o f  t h e  c h a n g e s ,  i t  d o e s  n o t  t e s t  t h e  m a g n i t u d e .   

W i l c o x o n  S i g n e d  R a n k s ,  n a m e d  a f t e r  t h e  A m e r i c a n  c h e m i s t  a n d  
s t a t i s t i c i a n  F r a n k  W i l c o x o n ,  t e s t s  w h e t h e r  t h e  m e a n s  o f  t h e  
p o p u l a t i o n ,  f r o m  w h i c h  t w o  p a i r e d  s a m p l e s  a r e  d r a w n ,  d i f f e r .  T h e  t e s t  i s  
u s e d  t o  a s s e s s  t h e  m a g n i t u d e  b y  a s s i g n i n g  w e i g h t s  t o  t h e  p a i r e d  
o b s e r v a t i o n  w i t h  a  l a r g e  d i f f e r e n c e .   

T o  i d e n t i f y  t h e  p a i r s  w i t h  t h e  l a r g e  a b s o l u t e  d i f f e r e n c e ,  t h e  
o b s e r v e d  d i f f e r e n c e s  a r e  r a n k e d  f r o m  t h e  s m a l l e s t  t o  t h e  l a r g e s t ,  w i t h o u t  
r e g a r d  t o  s i g n  ( a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  d i f f e r e n c e s )  w i t h  t h e  s m a l l e s t  
a s s i g n e d  r a n k  1 .  T w o  s t a t i s t i c s  a r e  d e v e l o p e d  f r o m  t h e  r a n k s :  

T +  =  t h e  s u m  o f  t h e  r a n k s  o f  t h e  p o s i t i v e  d i f f e r e n c e s  a n d  

T -  =  t h e  s u m  o f  t h e  r a n k s  o f  t h e  n e g a t i v e  d i f f e r e n c e s .   

  

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑑! = 𝑋! − 𝑌! 

n u m b e r  o f  r a n k s  
=  n ( n + 1 ) / 2  

𝑋!=  o b s e r v e d  v a l u e  o f  p a i r  
i  u n d e r  t r e a t m e n t  o n e  

𝑌!=  o b s e r v e d  v a l u e  o f  p a i r  
i  u n d e r  t r e a t m e n t  t w o  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝑆𝑢𝑚 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑠 𝑜𝑓  𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑑!  𝑖𝑠 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑙 𝑡𝑜 𝑡ℎ𝑒  
𝑠𝑢𝑚 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑠 𝑜𝑓 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑑!  .  H o  a s s u m e s  t h a t  t h e  t w o  
t r e a t m e n t s  a r e  e q u i v a l e n t    

S m a l l  
S a m p l e s   

U s e  b i n o m i a l  t e s t  f o r  v e r y  s m a l l  s a m p l e s  w i t h  
p = q = 1 / 2  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o
n /  

L a r g e  
S a m p l e s   

M e a n : 𝜇!! =
!(!!!)

!
 

V a r i a n c e :  𝜎!!
! = !(!!!)(!!!!)

!"
 

𝑧 =
!!!!!!
!!!
!  =  !!!!(!!!)/!

!(!!!)(!!!!)/!"
  

Z  i s  a p p r o x i m a t e l y  
n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  
w i t h  m e a n  0  a n d  v a r i a n c e  
1  

C o r r e c t i o n  
f o r  T i e d  
R a n k s  

𝜎!!
! = !(!!!)(!!!!)

!"
− 1/4.8 𝑡!(𝑡! − 1)(𝑡! + 1)!

!!! ;  w h e r e   

 k =  n u m b e r  o f  g r o u p i n g s  o f  d i f f e r e n t  t i e d  r a n k s   
a n d  t j  =  n u m b e r  o f  t i e d  r a n k s  i n  g r o u p i n g  j .  

P o w e r  T h e  t e s t  i s  p o w e r f u l  f o r  s m a l l  s a m p l e s   
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X .  T h e  P e r m u t a t i o n  T e s t  F o r  P a i r e d  R e p l i c a t e s  

 

E x p e r i m e n t e r s  a r e  o f t e n  i n t e r e s t e d  i n  t h e  o c c u r r e n c e  o f  s p e c i f i c  
d a t a  w i t h i n  t h e  o b s e r v a t i o n s .  T h e  P e r m u t a t i o n  T e s t  i s  a  p o w e r f u l  
n o n p a r a m e t r i c  t e s t  f o r  t h i s  t y p e  o f  s i t u a t i o n s .  I t  d o e s n ’ t  m a k e  a n y  
a s s u m p t i o n s  a b o u t  a  s p e c i f i c  f o r m  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n ,  n o r m a l i t y ,  o r  
h o m o g e n e i t y  o f  t h e  v a r i a n c e .   T h e  t e s t  i s  s u i t e d  f o r  a l l  k i n d s  o f  d a t a  t h a t  
h a v e  a  n u m e r i c a l  m e a n i n g .   

T h e  t e s t  l o o k s  a t  t h e  a l l  p o s s i b l e  p a i r i n g  o f  t h e  o b s e r v a t i o n s  f r o m  
t w o  t r e a t m e n t s ,  a n d  a s s u m e s  t h a t  e a c h  p a i r i n g  i s  r a n d o m l y  a s s i g n e d .  T h e  
t e s t  m a y  b e  o n e  o r  t w o - t a i l e d .  

  

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑑! = 𝑋! − 𝑌! 

N u m b e r  o f  p o s s i b l e  
o u t c o m e s  f o r  r a n d o m  
p a i r s :  2! 

N u m b e r  o f  p o s s i b l e  
o u t c o m e s  i n  t h e  
r e g i o n  o f  r e j e c t i o n :  
𝛼2! 

𝑋!=  o b s e r v e d  v a l u e  
o f  p a i r  i  u n d e r  
t r e a t m e n t  o n e  

𝑌!=  o b s e r v e d  v a l u e  
o f  p a i r  i  u n d e r  
t r e a t m e n t  t w o  

𝛼 = 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖𝑐𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 𝑓𝑜𝑟 𝑡𝑤𝑜 − 𝑡𝑎𝑖𝑙𝑒𝑑 𝑡𝑒𝑠𝑡:  
𝑆𝑢𝑚 𝑜𝑓 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑜𝑓 

 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑑!  𝑖𝑠 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑙 𝑡𝑜 𝑡ℎ𝑒  

𝑠𝑢𝑚 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑜𝑓 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑑!   

H o  a s s u m e s  t h a t  
t h e  t w o  t r e a t m e n t s  
a r e  e q u i v a l e n t    

 

P o w e r  T h e  t e s t  i s  p o w e r f u l  a m o n g  n o n  p a r a m e t r i c  
t e s t s ,  e s p e c i a l l y  f o r  o r d i n a l  a n d  i n t e r v a l  
d a t a   
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Y .  T h e  F i s h e r  E x a c t  T e s t  f o r  2 x 2  T a b l e s  

 

I n  e x p e r i m e n t s ,  o f t e n  p a i r e d  s a m p l e s  m a y  b e  i m p r a c t i c a l ,  t o o  c o s t l y ,  
o r  i n a p p r o p r i a t e .  I n  s u c h  c a s e s ,  i n d e p e n d e n t s  s a m p l e s  m a y  b e  u s e d  
i n s t e a d .   

 

T h e  F i s h e r  E x a c t  T e s t  f o r  2 x 2  T a b l e s ,  n a m e d  a f t e r  t h e  E n g l i s h  
s t a t i s t i c i a n  a n d  b i o l o g i s t  S i r  R o n a l d  A y l m e r  F i s h e r ,  i s  a  v e r y  u s e f u l  
t e s t  w h e n  a n a l y z i n g  n o m i n a l  o r  o r d i n a l  d a t a  w i t h  s m a l l  i n d e p e n d e n t  
s a m p l e s .  I t  i s  a p p r o p r i a t e  w h e n  o b s e r v a t i o n s  f r o m  t w o  i n d e p e n d e n t  
s a m p l e s  f a l l  i n t o  o n e  o f  t w o  m u t u a l l y  e x c l u s i v e  a n d  s p e c i f i c  c l a s s e s .  
E v e r y  s u b j e c t  i n  e a c h  s a m p l e  m a y  f a l l  i n  o n e  o r  t h e  o t h e r  c l a s s  b a s e d  o n  
t h e  o b s e r v a t i o n  v a l u e .  

 

O b s e r v a t i o n s  m a y  b e  c l a s s i f i e d  a s  i n  t h e  f o l l o w i n g  c o n t i n g e n c y  
t a b l e :  

 

   

V a r i a b l e  
G r o u p  o r  S a m p l e  C o m b i n e d  

F r e q u e n c y  I  I I  

C l a s s  1  A  B  A + B  

C l a s s  2  C  D  C + D  

T o t a l  A + C  B + D  n  

 

 

T h e  t e s t  m a y  b e  o n e  o r  t w o - t a i l e d .   
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑝 =
𝐴 + 𝐶
𝐴

𝐵 + 𝐷
𝐵

𝑛
𝐴 + 𝐵

 

=
𝐴 + 𝐵 ! 𝐶 + 𝐷 ! 𝐴 + 𝐶 ! 𝐵 + 𝐷 !

𝑛!𝐴!𝐵!𝐶!𝐷!
 

 

A ,  B ,  C ,  D =  n u m b e r  o f  
s u b j e c t s  i n  o n e  
c a t e g o r y  o f  s a m p l e  v s  
t r e a t m e n t   

.  p  i s  t h e  e x a c t  
p r o b a b i l i t y  o f  
o b s e r v i n g  a  s p e c i f i c  s e t  
o f  f r e q u e n c i e s  i n  a  2 x 2  
c o n t i n g e n c y  t a b l e .  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶  𝑝! = 𝑝! 

𝑝!=  p r o b a b i l i t y  t h a t  a n  o b s e r v a t i o n  o n  r a n d o m n l y  
s e l e c t e d  s u b j e c t  f r o m  g r o u p  i  f a l l s  i n  a  g i v e n  
c l a s s .  H o  a s s u m e s  t h a t  t h e  a s s i g n m e n t  t o  t h e  t w o  
g r o u p s  i s  r a n d o m .  F o r  t w o  t a i l e d  t e s t s ,  t h e  
a l t e r n a t i v e  i s  t h a t  t h e  a s s i g n m e n t  i s  n o t  r a n d o m .  
F o r  o n e - t a i l e d  t e s t ,  t h e  a l t e r n a t i v e  i s  w h e t h e r  
t h e r e  i s  a  s i g n i f i c a n t l y  h i g h e r  p r o p o r t i o n  o f  o n e  
c l a s s .  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  

L a r g e  S a m p l e s   

  

T h e  t e s t  u s e s  e x a c t  p r o b a b i l i t i e s  a n d  m a k e s  n o  
a s s u m p t i o n s  f o r  a s y m p t o t i c  d i s t r i b u t i o n   

P o w e r  T h e  t e s t  i s  p o w e r f u l  a m o n g  n o n  p a r a m e t r i c  t e s t s ,  
e s p e c i a l l y  f o r  d i c h o t o m o u s  n o m i n a l   

 

Z .  T h e  C h i - s q u a r e  T e s t  f o r  2  i n d e p e n d e n t  s a m p l e s  

 

F o r  t w o  i n d e p e n d e n t s  s a m p l e s  o r  g r o u p s ,  w h e n  t h e  d a t a  c o n s i s t s  o f  
f r e q u e n c i e s  i n  d i s c r e t e  c a t e g o r i e s ,  t h e  C h i - s q u a r e  T e s t  f o r  T w o  
I n d e p e n d e n t  S a m p l e s  m a y  b e  t h e  r i g h t  t e s t  t o  u s e .   

T h e  e x p e r i m e n t e r  w a n t s  t o  t e s t  w h e t h e r  t h e  t w o  g r o u p s  d i f f e r  w i t h  
r e s p e c t  t o  s o m e  c h a r a c t e r i s t i c s .  I f  t h e  g r o u p s  d o  n o t  d i f f e r  w i t h  r e s p e c t  
t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s ,  t h e n  t h e r e  i s  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  g r o u p s  a n d  
t h e  v a r i a b l e  o f  i n t e r e s t .  T h e  t e s t  c o m p a r e s  t h e  p r o p o r t i o n s  o f  c a s e s  f r o m  
o n e  s a m p l e  o r  g r o u p  i n  t h e  v a r i o u s  c a t e g o r i e s  o f  t h e  v a r i a b l e .  T h e  
d e c i s i o n  a b o u t  t h e  i n d e p e n d e n c e  b e t w e e n  t h e  g r o u p s  a n d  t h e  v a r i a b l e  o f  
i n t e r e s t  d e p e n d s  o n  t h e  r e s u l t  o f  t h e  c o m p a r i s o n :  i f  t h e  p r o p o r t i o n s  a r e  
t h e  s a m e  a c r o s s  t h e  g r o u p s  f o r  a l l  t h e  c l a s s e s ,  t h e n  t h e r e  i s  
i n d e p e n d e n c e ;  o t h e r w i s e  t h e r e  i s  i n t e r a c t i o n .   
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T h e  t e s t  i s  a c c o m p l i s h e d  b a s e d  o n  a  t h r e s h o l d  o f  p r o p o r t i o n a l i t y  
e x p e c t e d  t o  o c c u r  a s  a  c h a n c e  w h e n  t h e r e  i s  n o  i n t e r a c t i o n .   

  

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑋! =
(𝑥!" − 𝐸!")!

𝐸!"

!

!!!

!

!!!

=  
𝑥!"!

𝐸!"

!

!!!

!

!!!

− 𝑛 

n  =  s a m p l e  s i z e  

k = n u m b e r  o f  g r o u p s  

c = n u m b e r  o f  
c a t e g o r i e s  o f  c l a s s e s  
f o r  t h e  v a r i a b l e  

𝑥!"=  o b s e r v e d  n u m b e r  o f  
c a s e s  f o r  t h e  c a t e g o r y  
o r  c l a s s  i  u n d e r  
t r e a t m e n t  j  

𝐸!"=  n u m b e r  o f  c a s e s  
e x p e c t e d  f o r  t h e  
c a t e g o r y  o r  c l a s s  i  
u n d e r  t h e  t r e a t m e n t  j  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶  𝑇ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑒  𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛  𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑤𝑜 𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 𝑎𝑛𝑑  

𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑒𝑠𝑡. H o  a s s u m e s  t h a t  t h e  t w o  
g r o u p s / s a m p l e s /  t r e a t m e n t s  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  
t h e  c l a s s e s  o f  t h e  v a r i a b l e  o r  t h a t  t h e r e  i s  n o  
i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  g r o u p s  a n d  t h e  v a r i a b l e  
o f  i n t e r e s t  

S m a l l  
e x p e c t e d  
v a l u e s   

T h e  c h i - s q u a r e  t e s t  
a s s u m e s  a  m i n i m u m  o f  
f r e q u e n c i e s  w i t h i n  
e a c h  c e l l .  

U s u a l l y  a  m i n i m u m  o f  5  
s u b j e c t s  i n  e a c h  c e l l  i s  
e x p e c t e d .  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /
L a r g e  S a m p l e s  

 𝑋! 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠 𝑐ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒  𝜒!  w i t h  d e g r e e  s  o f  f r e e d o m  
d f =  ( r - 1 ) ( c - 1 )  

2 x 2  C o n t i n g e n c y  T a b l e  
a n d  C o r r e c t i o n  f o r  
C o n t i n u i t y   

𝑋! = ! !"!!" !!/! !

(!!!)(!!!)(!!!)(!!!)
 w i t h  d f = 1  

r x 2  t a b l e s -  
E q u a t i o n  f o r  
p a r t i t i o n  t .  

𝑋!! =
!! !!!!,! !!!!

!!! !!!!!,! !!!!
!!!

!

!!!!!!!! !!!
!!! !!!!!

!!!
 t  = 1 , 2 . . , r - 1 ,  𝐶!=  s u m  f o r  

c o l u m n  i  a n d  𝑅! s u m  f o r  r o w  i  

P o w e r  T h e  t e s t  i s  u s u a l l y  t h e  b e s t  w h e r e  i t  i s  
a p p r o p r i a t e .  I t  m a y  n o t  b e  a p p r o p r i a t e  f o r  
s i t u a t i o n s  w h e r e  o r d e r  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t   
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A A .  T h e  M e d i a n  T e s t  

I n  e x p e r i m e n t s  w i t h  t w o  i n d e p e n d e n t s  s a m p l e s ,  e x p e r i m e n t e r s  m a y  
b e  i n t e r e s t e d  i n  k n o w i n g  w h e t h e r  t h e  t w o  g r o u p s  d i f f e r  i n  c e n t r a l  
t e n d e n c i e s .  T h e  M e d i a n  T e s t  h e l p s  t o  a s s e s s  w h e t h e r  t w o  i n d e p e n d e n t  
g r o u p s ,  w i t h  o r  w i t h o u t  t h e  s a m e  s i z e ,  h a v e  l i k e l y  b e e n  d r a w n  f r o m  
p o p u l a t i o n s  w i t h  t h e  s a m e  m e d i a n .   

T h e  M e d i a n  t e s t  i s  a p p r o p r i a t e  f o r  n o m i n a l  o r  o r d i n a l  s c a l e  
m e a s u r e m e n t s .  T h e r e  m a y  a l s o  b e  s p e c i f i c  i n s t a n c e s  w h e r e  e v e n  i n t e r v a l  
m e a s u r e s  m a y  n o t  h a v e  a l t e r n a t i v e  t o  t h e  M e d i a n  T e s t .  O b s e r v a t i o n s  m a y  
b e  c l a s s i f i e d  a s  i n  t h e  f o l l o w i n g  c o n t i n g e n c y  t a b l e :  

V a r i a b l e  
G r o u p  o r  S a m p l e  C o m b i n e d  

F r e q u e n c y  I  I I  

C l a s s  1  A  B  A + B  

C l a s s  2  C  D  C + D  

T o t a l  m  r  n  

 

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑝[𝐴,𝐵] =
𝑚
𝐴

𝑟
𝐵

𝑛
𝐴 + 𝐵

 

𝑝 =
𝐴 + 𝐵 ! 𝐶 + 𝐷 !𝑚! 𝑟!

𝑛!𝐴!𝐵!𝐶!𝐷!
 

A ,  B ,  C ,  D =  n u m b e r  o f  
s u b j e c t s  i n  o n e  c a t e g o r y  
o f  p a i r  i  u n d e r  t r e a t m e n t  
o n e ;  p  i s  h y p e r g e o m e t r i c  
p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n .  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶  𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛 𝑜𝑓 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝 𝐼 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝 𝐼𝐼.  H o  a s s u m e s  t h a t  
t h e  m e d i a n s  i n  t h e  p o p u l a t i o n s  f r o m  w h i c h  t h e  
t w o  s a m p l e s  w e r e  d r a w n  a r e  t h e  s a m e .  T h e  t e s t  
m a y  b e  o n e  o r  t w o - t a i l e d .    

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  

L a r g e  S a m p l e s   

W h e n  n  i s  l a r g e ,  u s e  t h e  c h i - s q u a r e  ( c o r r e c t e d  
f o r  c o n t i n u i t y ) .  O t h e r w i s e  u s e  t h e  F i s h e r  
E x a c t  t e s t   

C o r r e c t i o n  f o r  
C o n t i n u i t y   

𝑋! = ! !"!!" !!/! !

(!!!)(!!!)(!!!)(!!!)
 w i t h  d f = 1  

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

T h e  p o w e r  e f f i c i e n c y  d e c r e a s e s  a s  t h e  s a m p l e  
s i z e  i n c r e a s e s  r e a c h i n g  2 / π .  
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B B .  T h e  W i l c o x o n - M a n n - W h i t n e y  T e s t  

 

T h e  W i l c o x o n - M a n n - W h i t n e y ,  a l s o  k n o w  a s  M a n n - W h i t n e y  U  t e s t ,  
i s  a  n o n p a r a m e t r i c  t e s t  t h a t  c a n  b e  u s e d  t o  a n a l y z e  d a t a  f r o m  a  t w o  
i n d e p e n d e n t  g r o u p s  d e s i g n  w h e n  t h e  m e a s u r e m e n t  i s  a t  l e a s t  o r d i n a l .   

 

N a m e d  a f t e r  A m e r i c a n  s t a t i s t i c i a n - c h e m i s t  F r a n k  W i l c o x o n ,  
A u s t r i a n - A m e r i c a n  s t a t i s t i c i a n  H e n r y  M a n n  a n d  A m e r i c a n  
S t a t i s t i c i a n  D o n a l d  R a n s o m  W h i t n e y ,  i t  m a y  h e l p  t o  a n a l y z e  n o t  o n l y  
t h e  i n d e p e n d e n c e ,  b u t  a l s o  t h e  d e g r e e  o f  s e p a r a t i o n  ( o r  t h e  a m o u n t  o f  
o v e r l a p )  b e t w e e n  t h e  t w o  g r o u p s .  T h e  t e s t  a s s u m e s  t h a t  o b s e r v a t i o n s  o f  
t h e  t w o  g r o u p s  a r e  s a m p l e d  f r o m  t h e  s a m e  c o n t i n u o u s  d i s t r i b u t i o n s .  

 

T h e  n u l l  h y p o t h e s i s  a s s u m e s  t h a t  t h e  t w o  s e t s  o f  s c o r e s  a r e  s a m p l e s  
f r o m  t h e  s a m e  p o p u l a t i o n ,  a n d  h e n c e ,  b e c a u s e  s a m p l i n g  w a s  r a n d o m ,  t h e  
t w o  s e t s  o f  s c o r e s  d o  n o t  d i f f e r  s y s t e m a t i c a l l y  f r o m  e a c h  o t h e r .  

 

T h e  a l t e r n a t i v e  h y p o t h e s i s ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  s t a t e s  t h a t  t h e  t w o  
s e t s  o f  s c o r e s  d o  d i f f e r  s y s t e m a t i c a l l y .  I f  t h e  a l t e r n a t i v e  i s  o n e - t a i l e d ,  i t  
f u r t h e r  s p e c i f i e s  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n c e s ,  i . e . ,  s c o r e s  f r o m  t h e  
t e s t  g r o u p  a r e  s y s t e m a t i c a l l y  h i g h e r  o r  l o w e r  t h a n  t h e  s c o r e s  f r o m  t h e  
c o n t r o l  g r o u p .   

 

T o  a p p l y  W i l c o x o n - M a n n - W h i t n e y  t e s t ,  t h e  s c o r e s  f r o m  t h e  t w o  
g r o u p s  a r e  r a n k e d  i n  o r d e r  o f  i n c r e a s i n g  s i z e ,  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  
a l g e b r a i c  s i z e ,  i . e ,  a s s i g n i n g  t h e  l o w e s t  r a n k s  t o  t h e  l a r g e s t  n e g a t i v e  
v a l u e s .   T h e  r a n k s  f r o m  e a c h  g r o u p  a r e  t h e n  s u m m e d  s e p a r a t e l y .  

  

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑊! +𝑊! =
𝑁(𝑁 + 1)

2
 

n = s a m p l e  s i z e  f o r  X .  

m =  s a m p l e  s i z e  f o r  Y .  

N =  s a m p l e  s i z e  =  m + n  

𝑊!=  s u m  o f  t h e  r a n k s  
f r o m  g r o u p  X  

𝑊!=  s u m  o f  t h e  r a n k s  
f r o m  g r o u p  Y  
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C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜:  t h e  a v e r a g e  r a n k  i n  
t h e  t w o  g r o u p s  a r e  
e q u a l  

I f  t h e  a v e r a g e  r a n k  i n  
o n e  g r o u p  i s  g r e a t e r  
t h a n  t h e  a v e r a g e  i n  t h e  
o t h e r  g r o u p ,  t h e  H o  i s  
r e j e c t e d ,   

S m a l l  
S a m p l e s   

F o r  s m a l l  s a m p l e s  t h e  
s t a t i s t i c  d e t e r m i n e s  
t h e  e x a c t  p r o b a b i l i t i e s  
u n d e r  H o  

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  

L a r g e  
S a m p l e s   

M e a n :  𝜇!! =
!(!!!)

!
 

V a r i a n c e :  𝜎!!! =
!"(!!!)

!
 

z =
!!±.!!!!!

!!!
= !!±.!!!(!!!)/!

!"(!!!)/!"
 

Z  i s  a s y m p t o t i c a l l y  
n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  
w i t h  z e r o  m e a n  a n d  
u n i t  v a r i a n c e .  0 . 5  i s  
a d d e d  o r  d e d u c t e d  f o r  
f i n d i n g  r e s p e c t i v e l y  
l e f t  a n d  r i g h t  t a i l  
p r o b a b i l i t y   

C o r r e c t i o n  
f o r  t i e s  

z = !!±.!!!(!!!)/!

!"/!(!!!) (!!!!)/!"! !!!!
!!! !! /!"

!
!!!

 w i t h  g  t h e  

n u m b e r  o f  g r o u p i n g s  o f  d i f f e r e n t  t i e d  r a n k s  a n d  
𝑡! t h e  n u m b e r  o f  t i e d  r a n k s  i n  t h e  j t h  g r o u p i n g .  

P o w e r -
e f f i c i e n c y  

T h e  t e s t  m a y  b e  a  p o w e r f u l  a l t e r n a t i v e  t o  t  t e s t ,  
w i t h  p o w e r - e f f i c i e n c y  r e a c h i n g  u p  t o  3 / π  a s  N  
i n c r e a s e s .  

 

C C .  R o b u s t  R a n k - O r d e r  T e s t  

 

T h e  W i l c o x o n - M a n n - W h i t n e y  t e s t  a s s u m e s  t h a t  o b s e r v a t i o n s  o f  
t h e  t w o  i n d e p e n d e n t  g r o u p s  a r e  s a m p l e d  f r o m  t h e  s a m e  c o n t i n u o u s  
d i s t r i b u t i o n s  a n d  a r e  o n  a t  l e a s t  t h e  o r d i n a l  s c a l e .  A l t h o u g h  t h e  n u l l  
h y p o t h e s i s  s t a t e s  t h a t  t h e  m e d i a n s  f r o m  t h e  t w o  g r o u p s  a r e  t h e  s a m e ,  i t  
i s  i m p l i e d  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n s  a r e  t h e  s a m e ,  h e n c e  t h e  v a r i a n c e s  o f  t h e  
d i s t r i b u t i o n s  a r e  e q u a l .  T h e  a l t e r n a t i v e  a s s u m e s  t h a t  t h e  v a r i a n c e s  a r e  
t h e  s a m e ,  b u t  o n l y  t h e  m e d i a n s  s y s t e m a t i c a l l y  d i f f e r .  

 

I n  s o m e  i n s t a n c e s ,  t h e  e x p e r i m e n t e r  w a n t s  t o  t e s t  w h e t h e r  t h e  
m e d i a n s  a r e  t h e  s a m e  w i t h o u t  a s s u m i n g  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n s  a r e  
t h e  s a m e .  T h e  W i l c o x o n - M a n n - W h i t n e y  m a y  n o t  b e  a p p r o p r i a t e  i n  t h e s e  
i n s t a n c e s .   T h e  R o b u s t  R a n k - O r d e r  T e s t  i s  t h e  b e s t  a l t e r n a t i v e  f o r  s u c h  
c a s e s ,  e s p e c i a l l y  i n  s i t u a t i o n s  k n o w n  a s  t h e  B e h r e n s - F i s h e r  p r o b l e m ,  
w h e r e  m e a s u r e m e n t s  a r e  r e s t r i c t e d  i n  r a n g e  a n d  b a s e d  o n  o t h e r  f a c t o r s .  
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T o  a p p l y  R o b u s t  R a n k - O r d e r  t e s t ,  t h e  s c o r e s  f r o m  t h e  t w o  g r o u p s  
a r e  r a n k e d  i n  o r d e r  o f  i n c r e a s i n g  s i z e ,  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  a l g e b r a i c  
s i z e ,  t h a t  i s ,  a s s i g n i n g  t h e  l o w e s t  r a n k s  t o  t h e  l a r g e s t  n e g a t i v e  v a l u e s .   

 F o r  e a c h  v a l u e  i n  t h e  c o n t r o l  g r o u p  X ,  t h e  n u m b e r  o f  o b s e r v a t i o n s  
o f  t h e  t e s t  g r o u p  Y  w i t h  a  l o w e r  r a n k  i s  c a p t u r e d .  T h i s  n u m b e r ,  c a l l e d  
“ p l a c e m e n t ”  o f  t h e  X  s c o r e s  i s  d e n o t e d  U ( Y X i ) .   

T h e n  t h e  m e a n  o f  U ( Y X i )  i s  c o m p u t e d   a n d  d e n o t e d  U ( Y X ) .  S i m i l a r l y  
t h e  p l a c e m e n t  o f  Y  s c o r e s ,  d e n o t e d  U ( X Y j ) ,  t h e  n u m b e r  o f  o b s e r v a t i o n s  
f r o m  X  t h a t  p r e c e d e  e a c h  Y j  i s  t a b l e d ,  a n d  t h e  m e a n  U ( Y X )  c a l c u l a t e d .  

 

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑈 =
𝑚𝑈 𝑌𝑋 − 𝑛𝑈(𝑋𝑌)

2 𝑉! + 𝑉! + 𝑈(𝑋𝑌)𝑈(𝑌𝑋)
 

w h e r e :  

𝑈(𝑌𝑋) =
𝑈(𝑌𝑋!)
𝑚

!

!!!

 

𝑈(𝑋𝑌) =
𝑈(𝑋𝑌!)
𝑛

!

!!!

 

n = s a m p l e  s i z e  f o r  X  

m =  s a m p l e  s i z e  f o r  Y  

 

𝑉!=  i n d e x  o f  v a r i a b i l i t y  
f o r  g r o u p  X  

𝑉!=  i n d e x  o f  v a r i a b i l i t y  
f o r  g r o u p  Y   

 𝑉! = 𝑈 𝑌𝑋𝑖 − 𝑈(𝑌𝑋) !
!

!!!

 

𝑉! = 𝑈 𝑋𝑌𝑖 − 𝑈(𝑋𝑌) !
!

!!!

 

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜:  t h e r e  i s  n o  
d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  
t w o  g r o u p s  w i t h  r e g a r d  
t o  t h e  v a r i a b l e  o f  
i n t e r e s t  

I f  t h e  o b s e r v e d  v a l u e  o f  
𝑈 h a s  a n  a s s o c i a t e d  
p r o b a b i l i t y  l e s s  o r  
e q u a l  t o  t h e  t h r e s h o l d  
v a l u e ,  r e j e c t  H o ,   

 

S m a l l  
S a m p l e s   

F o r  s m a l l  s a m p l e s  t h e  
s t a t i s t i c  d e t e r m i n e s  
t h e  p r o b a b i l i t i e s  u n d e r  
H o  

 

P o w e r -
e f f i c i e n c y  

S i m i l a r  p o w e r - e f f i c i e n c y  a s  t h e  W i l c o x o n  t e s t  
b u t  s u i t e d  f o r  t e s t i n g  t h e  i n d e p e n d e n c e  w i t h o u t  
r e q u i r i n g  e q u a l  v a r i a n c e .   
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D D .  K o l m o g o r o v - S m i r n o v  T w o - S a m p l e  T e s t  

T h e  K o l m o g o r o v - S m i r n o v  T w o - S a m p l e  t e s t ,  n a m e d  a f t e r  t h e  
S o v i e t  R u s s i a n  m a t h e m a t i c i a n s  A n d r e y  N i k o l a e v i c h  K o l m o g o r o v  a n d  
V l a d i m i r  I v a n o v i c h  S m i r n o v ,  i s  s u i t e d  w h e n  o n e  i s  i n t e r e s t e d  i n  
k n o w i n g  w h e t h e r  t w o  i n d e p e n d e n t  s a m p l e s  w e r e  d r a w n  f r o m  t h e  s a m e  
p o p u l a t i o n  o r  t w o  p o p u l a t i o n s  w i t h  t h e  s a m e  d i s t r i b u t i o n .    

T h e  r e s e a r c h e r ,  s t u d e n t ,  o r  p r a c t i t i o n e r  i s  u s u a l l y  i n t e r e s t e d  i n  
t e s t i n g  w h e t h e r  t h e r e  i s  a n  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  c u m u l a t i v e  
d i s t r i b u t i o n s  o f  t h e  t w o  s a m p l e s .   

L e t  S m  a n d  S n  b e  t h e  c u m u l a t i v e  r e l a t i v e  f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n  
f u n c t i o n  f o r ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  f i r s t  s a m p l e  w i t h  s i z e  m  a n d  s e c o n d  
s a m p l e  w i t h  s i z e  n .   

 I n  t h e  c a s e  o f  t w o  s a m p l e s ,  t h e  d i f f e r e n c e s  m a y  c o m e  f r o m  
d e v i a t i o n s  d u e s  t o  c e n t r a l  t e n d e n c i e s ,  s k e w n e s s ,  d i s p e r s i o n ,  e t c .   

H e n c e  t w o  t e s t s  a r e  u s u a l l y  u s e d :  o n e  t a i l e d  a n d  t w o - t a i l e d  t e s t .  
T w o - t a i l e d  t e s t s  l o o k s  a t  t h e  d i f f e r e n c e s  a m o n g  t h e  d i s t r i b u t i o n s ,  
w h e r e a s  o n e - t a i l e d  t e s t  l o o k s  a t  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n c e .   

 

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝐷!,! = max ( 𝑆! 𝑋 − 𝑆! 𝑋 ) f o r  
t w o  t a i l e d  t e s t  

𝐷!,! = max ( 𝑆! 𝑋 − 𝑆! 𝑋 ) f o r  
o n e - t a i l e d  t e s t  

n ,  m =  n u m b e r  o f  s a m p l e  
o b s e r v a t i o n s  

  

𝑆!(𝑋):  p r o p o r t i o n  o f  
o b s e r v e d  c a s e s  f r o m  
s a m p l e  m  w i t h  a  
s c o r e  o f  e q u a l  t o  o r  
l e s s  t h a n  X  

𝑆!(𝑋):  p r o p o r t i o n  o f  
o b s e r v e d  c a s e s  f r o m  
s a m p l e  n  w i t h  a  
s c o r e  o f  e q u a l  t o  o r  
l e s s  t h a n  X  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜:𝐷!.! = 0.  

A l t e r n a t i v e  H 1 :  

T w o  t a i l e d :  t h e  
p o p u l a t i o n  a r e  f r o m  
d i f f e r e n t  p o p u l a t i o n s .  

O n e - t a i l e d :  t h e  
p o p u l a t i o n  v a l u e s  f r o m  
w h i c h  o n e  s a m p l e  w a s  
d r a w n  a r e  s t o c h a s t i c a l l y  
l a r g e r  t h a n  t h e  p o p u l a t i o n  
v a l u e s  f r o m  w h i c h  t h e  
o t h e r  s a m p l e  w a s  d r a w n .   

R e j e c t  H o  w h e n   

𝑚𝑛
𝑚 + 𝑛

𝐷!" > 𝐾! 
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S m a l l / L a r g e  
s a m p l e s   

U s u a l l y  u s e  𝑚𝑛𝐷!.! f o r  
s m a l l  s a m p l e s  a n d  𝐷!.! f o r  
l a r g e  s a m p l e s  

A s s u m e s  o r d i n a l  
s c a l e  m e a s u r e m e n t  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n   

𝑋! = 4𝐷!!,!
!"
!!!

 i s  

a p p r o x i m a t e d  b y  t h e  c h i -
s q u a r e  d i s t r i b u t i o n  w i t h  2  
d e g r e e s  o f  f r e e d o m  ( d f = 2 )  

 

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

H i g h e r  p o w e r - e f f i c i e n c y  t h a n  t h a t  o f  t - t e s t  f o r   
s m a l l  s a m p l e s .  P o w e r  d e c r e a s e s  w i t h  l a r g e r  
s a m p l e s .  H i g h e r  p o w e r - e f f i c i e n c y  t h a n  c h i -
s q u a r e  a n d  m e d i a n  t e s t .  

 

E E .  A n d e r s o n - D a r l i n g  T e s t  
 

T h e  A n d e r s o n - D a r l i n g  t e s t ,  n a m e d  a f t e r  t h e  n a m e d  a f t e r  
A m e r i c a n  m a t h e m a t i c a l  s t a t i s t i c i a n s  T h e o d o r e  W i l b u r  A n d e r s o n  
a n d  D o n a l d  A .  D a r l i n g ,  i s  u s e d  t o  a s s e s s  w h e t h e r  a  g i v e n  s a m p l e  o f  d a t a  
d i d  n o t  a r i s e  f r o m  a  g i v e n  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n .  T h e  t e s t  i s  
d i s t r i b u t i o n  f r e e  a n d  a s s u m e s  t h a t  t h e r e  a r e  n o  p a r a m e t e r s  t o  b e  
e s t i m a t e d  i n  t h e  d i s t r i b u t i o n  b e i n g  t e s t e d .   

I t  i s  m o s t  o f t e n  u s e d  i n  c a s e s  w h e r e  e x p e r i m e n t e r s  a r e  i n t e r e s t e d  i n  
a  f a m i l y  o f  d i s t r i b u t i o n s .  I n  t h o s e  c a s e s ,  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  f a m i l y  o f  
d i s t r i b u t i o n s  a l o n g  w i t h  t h e  c r i t i c a l  v a l u e s  a r e  e s t i m a t e d  f r o m  t h e  d a t a  
a n d  t h e  t e s t  n e e d s  t o  b e  a d j u s t e d  a c c o r d i n g l y .  T h e  t e s t  c a n  b e  v i e w e d  a s  
a  g o o d n e s s  o f  f i t  t e s t  a n d  w i l l  b e  u s e d  t o  t e s t  n o r m a l i t y  a n d  d e p a r t u r e s  
f r o m  n o r m a l i t y .  T h e  t e s t  i s  a l s o  o f t e n  u s e d  i n  p a r a m e t e r  e s t i m a t i o n ,  b y  
e s t i m a t i n g  a n d  m i n i m i z i n g  d i s t a n c e s .   

A n d e r s o n - D a r l i n g  T e s t  i s  a v a i l a b l e  f o r  b o t h  o n e  a n d  k - s a m p l e s .  I n  
k - s a m p l e  s e t t i n g s ,  t h e  g o a l  i s  t o  t e s t  w h e t h e r  s e v e r a l  c o l l e c t i o n s  o f  
o b s e r v a t i o n s  c a n  b e  m o d e l e d  a s  c o m i n g  f r o m  a  s i n g l e  p o p u l a t i o n ,  w h e r e  
t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  d o e s  n o t  h a v e  t o  b e  s p e c i f i e d .  

F o r  o n e  s a m p l e - t e s t ,  t h e  A n d e r s o n – D a r l i n g  t e s t  a s s e s s e s  w h e t h e r  
a  s a m p l e  c o m e s  f r o m  a  s p e c i f i e d  d i s t r i b u t i o n .  I t  m a k e s  u s e  o f  t h e  f a c t  
t h a t  w i t h  a  g i v e n  h y p o t h e s i z e d  u n d e r l y i n g  d i s t r i b u t i o n ,  u n d e r  t h e  n u l l  
h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  d a t a  a r i s e  f r o m  t h i s  d i s t r i b u t i o n ,  t h e  d a t a  c a n  b e  
t r a n s f o r m e d  t o  a  u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n .  

T h e  t e s t  i s  c o n d u c t e d  a g a i n s t  t h e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  
h y p o t h e s i z e d  d i s t r i b u t i o n .  H e n c e  t h e  d a t a  i s  f i r s t  o r d e r e d  i n  a s c e n d i n g  
o r d e r :  { Y 1 <  Y 2 <  Y 3  - - -  Y n } .  
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝐴! = −n− S  w h e r e  

𝑆 = !!!!
!

!
!!! 𝑙𝑛𝐹 𝑌! +

ln (1− 𝐹 𝑌!!!!! )   

  

𝐹  i s  t h e  
c u m u l a t i v e  d e n s i t y  
o r  m a s s  f u n c t i o n  o f  
t h e  h y p o t h e t i c a l  
p r o b a b i l i t y  
d i s t r i b u t i o n .  N o  
p a r a m e t e r  f r o m  F  i s  
e s t i m a t e d .  

N o r m a l i t y  𝑇𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑜𝑟 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦:  

𝑌𝑖 =
𝑋! − µ
𝜎

 

𝐴! = −𝑛 −
1
𝑛

2𝑖 − 1 𝑙𝑛Φ(𝑌!) + (2 𝑛 − 𝑖 + 1)ln (1 − Φ 𝑌! )
!

!!!

 

w h e r e  µ =
µ,   𝑖𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑖𝑠 𝑘𝑛𝑜𝑤𝑛

𝑋 = !
!

𝑋!!
!   𝑖𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑖𝑠 𝑢𝑛𝑘𝑛𝑜𝑤𝑛 

𝜎! =

𝜎!,   𝑖𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑖𝑠 𝑘𝑛𝑜𝑤𝑛
1
𝑛

(𝑋! − µ)!
!

!

  𝑖𝑓 𝑘𝑛𝑜𝑤𝑛  𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑘𝑛𝑜𝑤𝑛 𝑎𝑛𝑑 𝑢𝑛𝑘𝑛𝑜𝑤𝑜 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒

1
𝑛 − 1

(𝑋! − 𝑋)!
!

!

 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

P o w e r f u l  f o r  t e s t i n g  
n o r m a l i t y .  

C o m p a r a b l e  t o  
K o l m o g o r o v -
S m i r n o v  a n d  
S h a p i r o - W i l k  t e s t s  

 

F F .  T h e  P e r m u t a t i o n  T e s t  F o r  T w o  I n d e p e n d e n t  
S a m p l e s  

 

T h e  P e r m u t a t i o n  T e s t  i s  a  p o w e r f u l  n o n p a r a m e t r i c  t e s t  f o r  a s s e s s i n g  
t h e  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  m e a n s  o f  t w o  
i n d e p e n d e n t  s a m p l e s ,  w h e n  t h e  t w o  s a m p l e  s i z e s  m  a n d  r  a r e  s m a l l .  T h e  
t e s t  i s  s u i t e d  f o r  t h e  d a t a  a t  t h e  i n t e r v a l  s c a l e  s i n c e  i t  u s e s  t h e  v a l u e s  
o f  t h e  s c o r e s .  T h e  t e s t i n g  a p p r o a c h  d e t e r m i n e s  t h e  e x a c t  p r o b a b i l i t y  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  o b s e r v a t i o n s  w i t h o u t  m a k i n g  a s s u m p t i o n s  a b o u t  t h e  
u n d e r l y i n g  d i s t r i b u t i o n s  i n  t h e  p o p u l a t i o n s  o f  i n t e r e s t .   

F o r  t e s t i n g ,  s p e c i f y  t h e  r e g i o n  o f  r e j e c t i o n  t h a t  i n c l u d e s  t h e  
n u m b e r  o f  t h e  m o s t  e x t r e m e  p o s s i b l e  o u t c o m e s .  T h e  e x t r e m e s  
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c o m b i n a t i o n s  a r e  t h o s e  t h a t  g i v e  t h e  l a r g e s t  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  
t h e  s u m  o f  v a l u e s  f r o m  t h e  p o t e n t i a l  c o n t r o l  s a m p l e  𝑿 a n d  t h e  s u m  
o f  v a l u e s  f r o m  t h e  p o t e n t i a l  t e s t  s a m p l e ,  𝒀.  

  

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

 

N u m b e r  o f  p o s s i b l e  

o u t c o m e s :  𝑚 + 𝑟
𝑟  

N u m b e r  o f  p o s s i b l e  
o u t c o m e s  i n  t h e  r e g i o n  

o f  r e j e c t i o n :  𝛼 𝑚 + 𝑟
𝑟  

𝑚 = n u m b e r  o f  o b s e r v e d  
v a l u e s  i n  t h e  c o n t r o l  
t r e a t m e n t   

𝑟=  n u m b e r  o f  o b s e r v e d  
v a l u e s  o n  t h e  t e s t  
t r e a t m e n t  

 

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐼𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑒𝑑 𝑠𝑐𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑓𝑎𝑙𝑙 𝑤𝑖𝑡ℎ𝑖𝑛  

𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑔𝑖𝑜𝑛, 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡 𝐻𝑜 𝑎𝑡 

 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 𝛼 𝑜𝑓 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑛𝑐𝑒  

H o  a s s u m e s  t h a t  t h e  
t w o  t r e a t m e n t s  a r e  
e q u i v a l e n t    

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  

L a r g e  
S a m p l e s   

 𝑡 = !!!
!!!! !/(! !!! ! !!!! !/(!"(! !!!  

,  h a s  

a p p r o x i m a t e l y  a  S t u d e n t  t  d i s t r i b u t i o n  
w i t h  d f =  m + r - 1  

 

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

T h e  t e s t  i s  p o w e r f u l  a m o n g  n o n  p a r a m e t r i c  t e s t s  

 

 

G G .  T h e  S i e g e l - T u k e y  T e s t  f o r  S c a l e  D i f f e r e n c e s  

 

T h e  S i e g e l – T u k e y  t e s t ,  n a m e d  a f t e r  t h e  A m e r i c a n  p s y c h o l o g i s t  
S i d n e y  S i e g e l  a n d  A m e r i c a n  s t a t i s t i c i a n  J o h n  T u k e y ,  i s  a  n o n -
p a r a m e t r i c  t e s t  w h i c h  m a y  b e  a p p l i e d  t o  d a t a  m e a s u r e d  a t  l e a s t  a t  a n  
o r d i n a l  s c a l e  t o  t e s t  f o r  d i f f e r e n c e s  i n  s c a l e  a n d  v a r i a b i l i t y  b e t w e e n  t w o  
g r o u p s .  

T h e  t e s t  i s  u s e d  t o  d e t e r m i n e  i f  o n e  o f  t w o  g r o u p s  o f  d a t a  t e n d s  t o  
h a v e  m o r e  w i d e l y  d i s p e r s e d  v a l u e s  t h a n  t h e  o t h e r .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  
t e s t  d e t e r m i n e s  w h e t h e r  o n e  o f  t h e  t w o  g r o u p s  t e n d s  t o  m o v e ,  s o m e t i m e s  
t o  t h e  r i g h t ,  s o m e t i m e s  t o  t h e  l e f t ,  b u t  a w a y  f r o m  t h e  c e n t e r .  

T h e  t e s t  i s  s u i t e d  f o r  t h e  d a t a  a t  t h e  o r d i n a l  s c a l e ,  w h e n  o n e  g r o u p  
i s  e x p e c t e d  t o  h a v e  m o r e  v a r i a b i l i t y  t h a t  t h e  o t h e r .   
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T h e  S i e g e l - T u k e y  t e s t  f o c u s e s  o n  t h e  r a n g e  o r  s p r e a d  o f  o n e  
g r o u p  c o m p a r e d  t o  a n o t h e r .  T h e  t e s t  a s s u m e s  t h a t  t h e  m e d i a n s  o f  t h e  
t w o  g r o u p s  a r e  t h e  s a m e  o r  k n o w n .  I f  t h e y  a r e  k n o w n ,  t h e y  a r e  
s u b t r a c t e d  f r o m  t h e  o b s e r v a t i o n  v a l u e s  t o  a d j u s t  t h e  s c o r e s ,  s o  t h a t  t h e  
m e d i a n s  a r e  e q u a l .    

T o  c o m p u t e  t h e  t e s t ,  c o m b i n e  t h e  o b s e r v a t i o n s  f r o m  t h e  X  a n d  Y  
g r o u p s  a n d  a r r a n g e  t h e m  i n  a  s i n g l e  o r d e r e d  s e r i e s ,  a s s o c i a t i n g  e a c h  
o b s e r v a t i o n  w i t h  i t s  g r o u p .  A s s i g n  r a n k s  o r d e r  t o  o b s e r v a t i o n s  
s e q u e n t i a l l y  a n d  a l t e r n a t i v e l y  f r o m  t h e  m o s t  e x t r e m e  
o b s e r v a t i o n s  t o  t h e  l o w e s t .  T h e  a p p r o a c h  a s s u m e s  t h a t  t h e  e x t r e m e  
o b s e r v a t i o n s  a r e  a t y p i c a l  a n d  t h e  c e n t r a l  ( l o w e s t  s c o r e s )  a r e  t y p i c a l .   

F i n a l l y  c a l c u l a t e  t h e  s u m s  o f  t h e  r a n k s  f o r  e a c h  g r o u p .  T e s t i n g  i s  
c o n d u c t e d  u s i n g  W i l c o x o n  t e s t .  

  

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑊! =t h e  s u m  o f  t h e  
r a n k s  i n  g r o u p  X  
a d j u s t e d  f o r  s a m p l e  
s i z e  

𝑊! =t h e  s u m  o f  t h e  
r a n k s  i n  g r o u p  Y ,  
a d j u s t e d  f o r  s a m p l e  
s i z e .  

𝑚 = n u m b e r  o f  o b s e r v e d  
v a l u e s  i n  t h e  c o n t r o l  
t r e a t m e n t   

𝑛=  n u m b e r  o f  o b s e r v e d  
v a l u e s  o n  t h e  t e s t  
t r e a t m e n t  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝑡ℎ𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑒𝑟𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑤𝑜  

𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑎𝑚𝑒 

t h a t  i s  

𝐻!:𝜎!! = 𝜎!! 

𝐻!:𝜎!! > 𝜎!! 

H o  a s s u m e s  t h a t  t h e  
d i s p e r s i o n  a m o n g  t h e  
t w o  g r o u p s  a r e  
e q u i v a l e n t ,  h e n c e  W x  
a n d  W y  a r e  a b o u t  t h e  
s a m e .  T h e  p r o b a b i l i t y  
c o m e s  f r o m  W i l c o x o n  
t e s t  w i t h  m  a n d  n  f o r  
W y  v a l u e  

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  

L a r g e  
S a m p l e s   

𝑁/𝐴  

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

T h e  t e s t  u s u a l l y  h a s  a  r e l a t i v e l y  l o w  p o w e r -
e f f i c i e n c y   
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H H .  T h e  M o s e s  R a n k - L i k e  T e s t  f o r  S c a l e  D i f f e r e n c e s  

T h e  S i e g e l – T u k e y  t e s t  i s  u s e d  t o  t e s t  f o r  d i f f e r e n c e s  i n  s c a l e  a n d  
v a r i a b i l i t y  b e t w e e n  t w o  g r o u p s .  H e n c e ,  t h e  t e s t  h e l p s  a s s e s s  h o m o g e n e i t y  
a n d  h e t e r o g e n e i t y  b e t w e e n  t w o  g r o u p s .   H o w e v e r ,  t h e  t e s t  a s s u m e s  t h a t  
t h e  m e d i a n s  a r e  t h e  s a m e  o r  k n o w n .   

W h e n  t h e  m e d i a n s  a r e  a s s u m e d  n o t  e q u a l  a n d  u n k n o w n ,  t h e  S i e g e l -
T u k e y  t e s t  i s  n o t  a p p l i c a b l e .  T h e  M o s e s  R a n k - L i k e  T e s t  f o r  S c a l e  
D i f f e r e n c e s  i s  u s e d  i n  t h e s e  c a s e s .  T h e  t e s t  a l s o  f o c u s e s  o n  t h e  r a n g e  
o r  s p r e a d  o f  o n e  g r o u p  c o m p a r e d  t o  a n o t h e r ,  w h e n  o b s e r v a t i o n s  a r e  
m e a s u r e d  a t  l e a s t  a t  t h e  i n t e r v a l  s c a l e .   

T o  c o m p u t e  t h e  t e s t ,  t h e  o b s e r v a t i o n s  f r o m  t h e  X  a n d  Y  g r o u p s  a r e  
d i v i d e d  i n t o  e q u a l  s u b s e t s  o f  a t  l e a s t  t w o  o b s e r v a t i o n s  i n  e a c h  g r o u p .  
T h e  a s s i g n m e n t  o f  o b s e r v a t i o n s  t o  a  s u b s e t  m u s t  b e  r a n d o m .  
O b s e r v a t i o n s  n o t  a s s i g n e d  t o  a  s u b s e t  a r e  d i s c a r d e d .  F o r  e a c h  s u b s e t ,  
c a l c u l a t e  t h e  s u m s  o f  t h e  d i f f e r e n c e s  f r o m  t h e  s u b s e t  m e a n .  T h e n ,  f o r  
e a c h  g r o u p ,  c o m p u t e  t h e  d i s p e r s i o n .   

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝐷 𝑋! = 𝑋!" − 𝑋!
!!

!!! ,  
d i s p e r s i o n  i n d e x  f o r  
g r o u p  X  

𝐷 𝑌! = 𝑌!" − 𝑌!
!!

!!! ,  
d i s p e r s i o n  i n d e x  f o r  
g r o u p  Y  w h e r e    

𝑋! =
𝑋!"!

!!!
𝑘 a n d  

𝑌! =
𝑌!"!

!!!
𝑘 

𝑚 = n u m b e r  o f  s u b s e t s  o f  X  

n =  n u m b e r  o f  s u b s e t s  o f  Y  

𝑋!" d a t a  f o r  s u b s e t  j  o f  X ,   

𝑌!" d a t a  f o r  s u b s e t  j  o f  Y ,  
i = 1 , 2 , . . , k ;  j = 1 , . . , m  o r  n .   

k =  n u m b e r  o f  d a t a  i n  a  
s u b s e t .  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝑡ℎ𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑒𝑟𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑤𝑜  𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑎𝑚𝑒 

t h a t  i s  𝐻!:𝜎!! = 𝜎!! 

𝐻!:𝜎!! ≠ 𝜎!! f o r  t w o - t a i l e d  t e s t  H o  a s s u m e s  t h a t  t h e  
v a r i a b i l i t y  a m o n g  t h e  t w o  g r o u p s  i s  t h e  s a m e .  

𝐻!:𝜎!! > 𝜎!! o r𝐻!:𝜎!! < 𝜎!! f o r  o n e - t a i l e d  t e s t  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n
/ L a r g e  
S a m p l e s   

F o r  l a r g e  s a m p l e s ,  t h e  a p p r o x i m a t i o n  o f  
t h e  W i l c o x o n  t e s t  m a y  b e  u s e d  

 

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

T h e  e f f i c i e n c y  i n c r e a s e s  w i t h  t h e  s i z e  o f  t h e  
s u b s e t s  a n d  t h e  s a m p l e  s i z e .  
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I I .  T h e  C o c h r a n  Q  T e s t  

T h e  C o c h r a n  Q  T e s t  n a m e d  a f t e r  t h e  S c o t t i s h - A m e r i c a n  
s t a t i s t i c i a n  W i l l i a m  G e m m e l l  C o c h r a n  i s  u s e d  t o  a n a l y z e  a  t w o - w a y  
r a n d o m i z e d  b l o c k  d e s i g n s  w h e r e  t h e  r e s p o n s e  v a r i a b l e  c a n  t a k e  o n l y  t w o  
p o s s i b l e  o u t c o m e s  ( c o d e d  a s  0  a n d  1 ,  o r  Y e s  a n d  N o ) .  I t  m a y  b e  l o o k e d  a t  
a s  t h e  e x t e n s i o n  o f  M a c N e m a r  t e s t  w i t h  m u l t i p l e  r e l a t e d  s a m p l e s ,  k  i n  
w h i c h  k  s u b j e c t s ,  e a c h  f r o m  a  d i f f e r e n t  g r o u p  a r e  m a t c h e d .   

T h e  C o c h r a n  t e s t  a s s u m e s  t h a t  t h e r e  a r e  k  >  2  e x p e r i m e n t a l  
t r e a t m e n t s  a n d  t h a t  t h e  o b s e r v a t i o n s  a r e  a r r a n g e d  i n  b  b l o c k s  a s  f o l l o w s :  

G r o u p s  
S a m p l e  o r  T r e a t m e n t  

N u m b e r  o f  
S u c c e s s e s  

1  2  …  k  

B l o c k  1  X 1 1  X 1 2   X 1 k  X 1 *  

B l o c k  2  X 2 1  X 2 2   X 2 k  X 2 *  

B l o c k  3  X 3 1  X 3 2   X 3 k  X 3 *  

…       

B l o c k  b  X b 1  X b 2   X b k  X b *  

T o t a l  X * 1  X * 2   X * k  X * *  

 

S t a t i s t i c /  C o n c e p t  F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  𝑄 = 𝑘(𝑘 − 1)

!∗!!
!∗∗
!

!!
!!!

!!∗ !!!!∗!
!!!

  

k =  n u m b e r  o f  t r e a t m e n t s  o r  s a m p l e s  

𝑋∗!=  t h e  t o t a l  f o r  c o l u m n  ( s a m p l e )  j    

𝑋!∗=  t h e  t o t a l  f o r  r o w  ( b l o c k )  i    

b =  t h e  n u m b e r  o f  b l o c k s  o r  g r o u p s   

n =  t h e  g r a n d  t o t a l  o r  s a m p l e  s i z e .  

C o m m o n  H y p o t h e s i s  𝐻𝑜: 𝑡ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑖𝑛  𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑐𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑎𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠 𝑎𝑙𝑙 𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n / L a r g e  
S a m p l e s   

Q  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  𝜒! w i t h  
d f = k - 1  

 

P o w e r - E f f i c i e n c y  C o c h r a n  Q  t e s t  i s  s u i t e d  f o r  d i c h o t o m o u s  
d a t a  w h e r e  a n  a l t e r n a t i v e  p a r a m e t r i c  
s t a t i s t i c  m a y  n o t  e x i s t  
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J J .  F r i e d m a n  T w o - W a y  A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  b y  
R a n k s   

 

T h e  F r i e d m a n  T w o - W a y  A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  b y  R a n k s ,  n a m e d  
a f t e r  t h e  U . S .  e c o n o m i s t  M i l t o n  F r i e d m a n  i s  a  n o n - p a r a m e t r i c  
s t a t i s t i c a l  t e s t  t o  t e s t  w h e t h e r  k  m a t c h e d  s a m p l e s  h a v e  b e e n  d r a w n  f r o m  
t h e  s a m e  p o p u l a t i o n .  S i m i l a r  t o  t h e  p a r a m e t r i c  r e p e a t e d  m e a s u r e s  
A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  ( A N O V A ) ,  i t  i s  u s e d  t o  d e t e c t  d i f f e r e n c e s  i n  
t r e a t m e n t s  a c r o s s  m u l t i p l e  t e s t  a t t e m p t s .   

T h e  p r o c e d u r e  i n v o l v e s  a r r a n g i n g  t h e  o b s e r v a t i o n s  i n  a  t w o - w a y  
t a b l e  w i t h  n  r o w s  a n d  k  c o l u m n s .  T h e  r o w s  r e p r e s e n t  t h e  m a t c h e d  s e t s  o f  
s u b j e c t s ,  a n d  t h e  c o l u m n s  r e p r e s e n t  t h e  g r o u p s ,  c o n d i t i o n s  o r  
t r e a t m e n t s .   

T h e  s c o r e s  i n  e a c h  r o w  ( o r  b l o c k )  a r e  c o m b i n e d  t o g e t h e r  a n d  r a n k e d  
f r o m  1  t o  k .  T h e n  t h e  v a l u e s  o f  r a n k s  b y  c o l u m n s  a r e  c o n s i d e r e d .  T h e  
F r i e d m a n  t e s t  d e t e r m i n e s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  s a m p l e s ,  t h a t  i s ,  t h e  
d i f f e r e n t  c o l u m n s  o f  r a n k s  c o m e  f r o m  t h e  s a m e  p o p u l a t i o n ,   o r  
e q u i v a l e n t l y  t h a t  t h e  k  s a m p l e s  h a v e  t h e  s a m e  m e d i a n .  

  

A p p l i c a b l e  t o  c o m p l e t e  b l o c k  d e s i g n s ,  i t  i s  t h u s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  
t h e  D u r b i n  t e s t .  

 

S u b j e c t s  
S a m p l e  o r  T r e a t m e n t  

1  2  …  k  

1  X 1 1  X 1 2   X 1 k  

2  X 2 1  X 2 2   X 2 k  

3  X 3 1  X 3 2   X 3 k  

…      

n  X b 1  X b 2   X b k  

S u m  o f  R a n k s  X * 1  X * 2   X * k  
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

 

𝐹! =
12

𝑛𝑘(𝑘 + 1)
𝑟.!!

!

!!!

− 3𝑛(𝑘 + 1) 

k =  n u m b e r  o f  t r e a t m e n t s  
o r  g r o u p s  ( c o l u m n s )  

n =  n u m b e r  o f  r o w s  
( s u b j e c t s )  

𝑟∗!=  S u m  o f  r a n k s  i n  
c o l u m n  j  

 

 

b =  t h e  n u m b e r  o f  
b l o c k s ,  g r o u p s  o r  
t r e a t m e n t s  

n =  t h e  s a m p l e  s i z e .  

 

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝜃! = 𝜃! = ⋯ = 𝜃! 

𝐻!: 𝜃! ≠ 𝜃!,  f o r  a t  l e a s t  t w o  
o f  t h e  t r e a t m e n t s  

 

𝑇ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑖𝑛  

𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑠 𝑎𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠 𝑎𝑙𝑙   

𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o
n /  L a r g e  
S a m p l e s   

F r  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  𝜒! w i t h  d f = k - 1   

C o r r e c t i o n  
f o r  T i e s  

𝐹! =
!" !.!!!

!!! !!!!!(!!!)!

!" !!! !
!"! !!"

!!!
!!!

!
!!!
(!!!)

;  w h e r e  𝑡!"  i s  t h e  s i z e  o f  

t h e  j t h  s e t  o f  t i e d  r a n k s  i n  t h e  i t h  g r o u p  
a n d  𝑔!=  t h e  n u m b e r  o f  s e t s  o f  t i e d  r a n k s  i n  
t h e  i t h  g r o u p .  

 

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

T h e  p o w e r - e f f i c i e n c y  o f  F r i e d m a n  t e s t  m a y  b e  
c o m p a r e d  t o  F  t e s t  a s  k  a n d  n  i n c r e a s e .   
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K K .  Q u a d e  T e s t  

 

 
T h e  Q u a d e  T e s t ,  a l s o  k n o w n  a s  Q u a d e  A N O V A  T e s t ,  i s  u s e d  a s  a n  

a l t e r n a t i v e  o f  t h e  F r i e d m a n  T w o - W a y  A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  b y  R a n k s .  A s  
t h e  F r i e d m a n  t e s t  i s  a  k - s a m p l e  e x t e n s i o n  o f  t h e  s i g n  t e s t ,  t h e  Q u a d e  
t e s t  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  W i l c o x o n  s i g n e d - r a n k  f o r  p a i r e d  o r  k  r e l a t e d  
s a m p l e s .   

 

I n  Q u a d e  A N O V A  t e s t ,  t h e  o b s e r v a t i o n s  i n  e a c h  r o w  o f  a  t w o - w a y  
t a b l e  a r e  r a n k e d .  T h e n  t h e  r a n g e  o f  t h e  r a n k s  f o r  e a c h  r o w  i s  f o u n d  a n d  
t h e  r a n g e s  o f  t h e  r o w s  a r e  r a n k e d .  T h e  Q u a d e  T e s t  i s  c o m p u t e d  b a s e d  o n  
t h e  r a n k s  o f  t h e  r o w  r a n g e s .   

 

 

 

S u b j e c t s  
S a m p l e  o r  T r e a t m e n t  

1  2  …  k  

1  X 1 1  X 1 2   X 1 k  

2  X 2 1  X 2 2   X 2 k  

3  X 3 1  X 3 2   X 3 k  

…      

n  X b 1  X b 2   X b k  

S u m  o f  R a n k s  X * 1  X * 2   X * k  
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑄 = !!! !
!!!

  

w h e r e  k =  n u m b e r  o f  
t r e a t m e n t s  o r  g r o u p s  
( c o l u m n s )  

n =  n u m b e r  o f  r o w s  
( s u b j e c t s )  
𝐴 = 𝑆!"!  𝐵 = 𝑆!! 𝑆! = 𝑆!" 

 

𝑆!" = 𝑄! 𝑅!" −
𝑘 + 1
2

 

𝑅!",!!!,..,!,!!!,..,!   t h e  r a n k s  
o f  t h e  o b s e r v a t i o n s  

𝑄!,!!!,..,!,!!!,..,!  

t h e  r a n k s  o f  t h e  r o w  
r a n g e s  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝜃! = 𝜃! = ⋯ = 𝜃! 

𝐻!: 𝜃! ≠ 𝜃!,  f o r  a t  l e a s t  t w o  
o f  t h e  t r e a t m e n t s  

𝑇ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑖𝑛  

𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑠 𝑎𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠 𝑎𝑙𝑙   

𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o
n /  L a r g e  
S a m p l e s   

Q i s  a p p r o x i m a t e d  b y  F - d i s t r i b u t i o n  w i t h  
d f = k - 1  a n d  ( n - 1 ) ( k - 1 )  u n d e r  t h e  n u l l  
h y p o t h e s i s  o f  i n d e p e n d e n c e  

 

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

T h e  p o w e r - e f f i c i e n c y  o f  Q u a d e  T e s t  i s  c o m p a r e d  t o  
F r i e d m a n  T w o  A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  b y  R a n k s .   

 

 

 

 

L L .  T h e  P a g e  T e s t  f o r  O r d e r e d  A l t e r n a t i v e s  

 

T h e  P a g e  T e s t  f o r  O r d e r e d  A l t e r n a t i v e s  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  
F r i e d m a n  t e s t .  I t  a l s o  k n o w n  a s  P a g e ’ s  T r e n d  T e s t  o r  P a g e ’ s  L  t e s t .  I t  
t e s t s  w h e t h e r  t h e  g r o u p s  ( o r  m e a s u r e s )  a r e  t h e  s a m e  v e r s u s  t h e  
a l t e r n a t i v e  t h a t  t h e  g r o u p s  o r  m e a s u r e s  a r e  o r d e r e d  i n  a  s p e c i f i c  
s e q u e n c e .  T h e  a  p r i o r i  o r d e r  o f  t h e  g r o u p s  i s  r e q u i r e d  f o r  t h e  t e s t .  T h e  
P a g e  t e s t  i s  u s e f u l  w h e r e :  

•  t h e r e  a r e  t h r e e  o r  m o r e  c o n d i t i o n s ,  a  n u m b e r  o f  
s u b j e c t s  ( o r  o t h e r  r a n d o m l y  s a m p l e d  e n t i t i e s )  a r e  a l l  
o b s e r v e d  i n  e a c h  o f  t h e m ,  a n d  
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•  t h e r e  i s  a  p r e d i c t i o n  t h a t  t h e  o b s e r v a t i o n s  w i l l  h a v e  a  
p a r t i c u l a r  o r d e r .  

 

 

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

 

𝐿 = 𝑗𝑟.!  
!

!!!

 

k =  n u m b e r  o f  
t r e a t m e n t s  o r  g r o u p s  
( c o l u m n s )  

 𝑟∗!=  S u m  o f  r a n k s  i n  
c o l u m n  j  

b =  t h e  n u m b e r  o f  b l o c k s ,  
g r o u p s  o r  t r e a t m e n t s  

n =   t h e  s a m p l e  s i z e .  

 

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝜃! = 𝜃! = ⋯ = 𝜃! 

𝐻!: 𝜃! ≤ 𝜃! ≤ ⋯ ≤ 𝜃!,  

 

𝑇ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑖𝑛  

𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑠 𝑎𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠 𝑎𝑙𝑙   

𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  

L a r g e  
S a m p l e s   

𝜇! =
𝑛𝑘(𝑘 + 1)2

4  

𝜎!! =
𝑛𝑘!(𝑘2 − 1)2

144(𝑘 − 1)  

𝑧! =
12𝐿 − 3𝑛𝑘(𝑘 + 1)2

𝑘(𝑘! − 1)
𝑘 − 1
𝑛  

𝑧! i s  
a p p r o x i m a t e l y  
n o r m a l l y  
d i s t r i b u t e d  w i t h  
z e r o  m e a n  a n d  
s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  o n e .  

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

P a g e  t e s t  i s  m o r e  p o w e r f u l  t h a n  F r i e d m a n  f o r  
t h e  a b i l i t y  t o  d e t e c t  o r d e r e d  a l t e r n a t i v e s .   

 

 

M M .  T h e  C h i - s q u a r e  T e s t  f o r  k  i n d e p e n d e n t  s a m p l e s  

 

T h e  C h i - s q u a r e  T e s t  f o r  k  i n d e p e n d e n t  s a m p l e s  i s  u s e d  t o  t e s t  t h e  
s i g n i f i c a n c e  o f  d i f f e r e n c e s  a m o n g  k  s a m p l e s  f o r  d i s c r e t e  c a t e g o r i c a l ,  
n o m i n a l ,  o r  o r d i n a l  m e a s u r e m e n t s .  T h e  t e s t  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  c h i -
s q u a r e  t e s t  f o r  t w o  i n d e p e n d e n t  s a m p l e s .    
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑋! =
(𝑥!" − 𝐸!")!

𝐸!"

!

!!!

!

!!!

=  
𝑥!"!

𝐸!"

!

!!!

!

!!!

− 𝑛 

n  =  s a m p l e  s i z e  

k = n u m b e r  o f  
g r o u p s / t r e a t m e n t s  

r = n u m b e r  o f  c a t e g o r i e s  
o f  c l a s s e s  f o r  t h e  
v a r i a b l e  

𝑥!"=  o b s e r v e d  n u m b e r  o f  
c a s e s  f o r  t h e  c a t e g o r y  
o r  c l a s s  i  u n d e r  
t r e a t m e n t  j  

𝐸!"=  n u m b e r  o f  c a s e s  
e x p e c t e d  f o r  t h e  
c a t e g o r y  o r  c l a s s  i  
u n d e r  t h e  t r e a t m e n t  j  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶  𝑇ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑒  

𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛  𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑤𝑜 𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 𝑎𝑛𝑑  

𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑒𝑠𝑡  

 

H o  a s s u m e s  t h a t  t h e  
t w o  g r o u p s / s a m p l e s /  
t r e a t m e n t s  a r e  
i n d e p e n d e n t  o f  t h e  
c l a s s e s  o f  t h e  v a r i a b l e  
o r  t h a t  t h e r e  i s  n o  
i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  
g r o u p s  a n d  t h e  v a r i a b l e  
o f  i n t e r e s t  

S m a l l  
e x p e c t e d  
v a l u e s   

T h e  c h i - s q u a r e  t e s t  
a s s u m e s  a  m i n i m u m  o f  
f r e q u e n c i e s  w i t h i n  
e a c h  c e l l .  

U s u a l l y  a  m i n i m u m  o f  5  
s u b j e c t s  i n  e a c h  c e l l  i s  
e x p e c t e d .  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  

L a r g e  
S a m p l e s   

 𝑋! 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠 𝑐ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒  𝜒!  

w i t h  d e g r e e  s  o f  
f r e e d o m  d f =  ( k - 1 ) ( r - 1 )  

 

P o w e r  T h e  t e s t  i s  u s u a l l y  t h e  b e s t  w h e r e  i t  i s  
a p p r o p r i a t e .  I t  m a y  n o t  b e  a p p r o p r i a t e  f o r  
s i t u a t i o n s  w h e r e  o r d e r  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t   

N N .  E x t e n s i o n  o f  T h e  M e d i a n  T e s t  

E x t e n s i o n  o f  t h e  M e d i a n  T e s t  h e l p  t o  a s s e s s  w h e t h e r  k  i n d e p e n d e n t  
g r o u p s ,  w i t h  o r  w i t h o u t  t h e  s a m e  s i z e ,  h a v e  l i k e l y  b e e n  d r a w n  f r o m  t h e  
s a m e  p o p u l a t i o n  o r  f r o m  p o p u l a t i o n s  w i t h  e q u a l  m e d i a n s .   T h e  M e d i a n  t e s t  
i s  a p p r o p r i a t e  f o r  o r d i n a l  s c a l e  m e a s u r e m e n t s .  T h e r e  m a y  a l s o  b e  s p e c i f i c  
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i n s t a n c e s  w h e r e  e v e n  i n t e r v a l  m e a s u r e s  m a y  n o t  h a v e  a l t e r n a t i v e  t o  t h e  
M e d i a n  T e s t ,  e s p e c i a l l y  w h e n  o b s e r v a t i o n s  a r e  c e n s o r e d .  

O b s e r v a t i o n s  m a y  b e  c l a s s i f i e d  a s  i n  t h e  f o l l o w i n g  c o n t i n g e n c y  
t a b l e :  

V a r i a b l e  
G r o u p  o r  S a m p l e  

1  2  …  k  

O b s e r v a t i o n s  a b o v e  
m e d i a n  

𝑛!! 
𝑛!! …  𝑛!! 

O b s e r v a t i o n s  b e l o w  
m e d i a n  

𝑛!! 
𝑛!! …  𝑛!! 

     

   

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑋! =
(𝑥!" − 𝐸!")!

𝐸!"

!

!!!

!

!!!

=  
𝑥!"!

𝐸!"

!

!!!

!

!!!

− 𝑛 

n  =  s a m p l e  s i z e  

k = n u m b e r  o f  
g r o u p s / t r e a t m e n t s  

𝑥!"=  o b s e r v e d  n u m b e r  o f  
c a s e s  f o r  t h e  c a t e g o r y  
o r  c l a s s  i  u n d e r  
t r e a t m e n t  j  

𝐸!"=  n u m b e r  o f  c a s e s  
e x p e c t e d  f o r  t h e  
c a t e g o r y  o r  c l a s s  i  
u n d e r  t h e  t r e a t m e n t  j  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶  𝑇ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑒  𝑎𝑚𝑜𝑛𝑔  𝑡ℎ𝑒 𝑘 𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝𝑠 𝑎𝑛𝑑  
𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑒𝑠𝑡  

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  

L a r g e  
S a m p l e s   

 𝑋! 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠 𝑐ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒  𝜒!  

w i t h  d e g r e e  s  o f  
f r e e d o m  d f =  ( k - 1 )  

 

P o w e r  S e e  M e d i a n  T e s t    
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O O .  T h e  K r u s k a l - W a l l i s  O n e - W a y  A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  
b y  R a n k s  

 

T h e  K r u s k a l – W a l l i s  o n e - w a y  a n a l y s i s  o f  v a r i a n c e  b y  r a n k s ,  n a m e d  
a f t e r  A m e r i c a n  m a t h e m a t i c a l  s t a t i s t i c i a n  W i l l i a m  K r u s k a l  a n d   
A m e r i c a n  S t a t i s t i c i a n - E c o n o m i s t  W .  A l l e n  W a l l i s  i s  a  n o n - p a r a m e t r i c  
m e t h o d  f o r  d e c i d i n g  w h e t h e r  m u l t i p l e  s a m p l e s  o r i g i n a t e d  f r o m  d i f f e r e n t  
d i s t r i b u t i o n s .   

T h e  K r u s k a l - W a l l i s  m e t h o d  t e s t s  t h e  f a c t u a l  n u l l  h y p o t h e s i s  t h a t  
t h e  p o p u l a t i o n s  f r o m  w h i c h  t h e  s a m p l e s  o r i g i n a t e d  h a v e  t h e  s a m e  m e d i a n .  
I t  i s  i d e n t i c a l  t o  a  o n e - w a y  a n a l y s i s  o f  v a r i a n c e  w i t h  t h e  d a t a  r e p l a c e d  b y  
t h e i r  r a n k s .  I t  i s  a l s o  c o n s i d e r e d  a s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  M a n n – W h i t n e y  U  
t e s t  f o r  t h r e e  o r  m o r e  g r o u p s .  

S i n c e  i t  i s  a  n o n - p a r a m e t r i c  m e t h o d ,  t h e  K r u s k a l – W a l l i s  t e s t  d o e s  
n o t  a s s u m e  a  n o r m a l  p o p u l a t i o n ,  b u t  a s s u m e s  t h a t  t h e  v a r i a b l e s  u n d e r  
s t u d y  h a v e  t h e  s a m e  u n d e r l y i n g  c o n t i n u o u s  d i s t r i b u t i o n s .  H e n c e ,  t h e  t e s t  
r e q u i r e s  a t  l e a s t  o r d i n a l  m e a s u r e m e n t s .   

T o  a p p l y  t h e  t e s t ,  t h e  d a t a  a r e  a r r a n g e d  i n t o  a  t w o - w a y  t a b l e  w i t h  
e a c h  c o l u m n  r e p r e s e n t i n g  a  s a m p l e ,  g r o u p  o r  t r e a t m e n t  a n d  t h e  r o w s  
b e i n g  o b s e r v a t i o n s .  A l l  t h e  o b s e r v a t i o n s  f r o m  e a c h  g r o u p  a r e  c o m b i n e d  
a n d  r a n k e d  a s  a  s e r i e s .  E a c h  o b s e r v a t i o n  i s  t h e n  r e p l a c e d  b y  i t s  r a n k  
w i t h i n  t h e  g r o u p .  T h e  K r u s k a l l - W a l l i s  s t a t i s t i c  i s  t h e n  c o m p u t e d .  

 

 

O b s e r v a t i o n  
S a m p l e  o r  T r e a t m e n t  

1  2  …  k  

1  X 1 1  X 1 2  …  X 1 k  

2  X 2 1  X 2 2  …  X 2 k  

3  X 3 1  X 3 2  …  X 3 k  

…  …  …  …  …  

n  X b 1  X b 2  …  X b k  

S u m  o f  R a n k s  X * 1  X * 2  …  X * k  
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝐾𝑊 = !"
!(!!!)

𝑛!𝑟.!!!
!!! − 3𝑛(𝑘 + 1)  

k =  n u m b e r  o f  t r e a t m e n t s  
o r  g r o u p s  ( c o l u m n s )  

n =  n u m b e r   o f  
o b s e r v a t i o n s  w i t h i n  e a c h  
g r o u p   

 𝑟∗!=  S u m  o f  t h e  r a n k s  i n  
s a m p l e  o r  g r o u p  j  

𝑟∗!=  A v e r a g e  o f  t h e  r a n k s  
i n  s a m p l e  o r  g r o u p  j  

T h e  a v e r a g e  r a n k s  o f  
t h e  c o m b i n e d  s a m p l e  i s   

𝑟 = (𝑛 + 1)/2 

 

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝜃! = 𝜃! = ⋯ = 𝜃! 

𝐻!: 𝜃! ≠ 𝜃! ,  f o r  a t  l e a s t  t w o  
o f  t h e  t r e a t m e n t s  

𝑇ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑖𝑛  

𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑠 𝑎𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠 𝑎𝑙𝑙   

𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n
/ L a r g e  
S a m p l e s   

K W  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  𝜒! w i t h  d f = k - 1   

C o r r e c t i o n  
f o r  T i e s  𝐾𝑊 =

12
𝑛(𝑘 + 1) 𝑛!𝑟.!!!

!!! − 3𝑛(𝑘 + 1)

1 − (𝑡!
! − 𝑡!)

!
!!! / 𝑛! − 𝑛

 

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

T h e  p o w e r - e f f i c i e n c y  o f  K r u s k a l - W a l l i s  t e s t  m a y  
b e  c o m p a r e d  t o  F  t e s t  a s  n  i n c r e a s e .   

 

 

 

P P .  T h e  J o n c k h e e r e  T e s t  f o r  O r d e r e d  A l t e r n a t i v e s  

 

T h e  J o c k e r e e  t e s t  f o r  O r d e r e d  A l t e r n a t i v e s  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  
t h e  K r u s k a l  W a l l i s  t e s t .  I t  t e s t s  w h e t h e r  t h e  g r o u p s  ( o r  m e a s u r e s )  a r e  t h e  
s a m e  v e r s u s  t h e  a l t e r n a t i v e  t h a t  t h e  g r o u p s  o r  m e a s u r e s  a r e  o r d e r e d  i n  a  
s p e c i f i c  a  p r i o r i  s e q u e n c e .  T h e  a  p r i o r i  o r d e r  o f  t h e  g r o u p s  i s  r e q u i r e d  f o r  
t h e  t e s t .   

T o  a p p l y  t h e  t e s t ,  t h e  d a t a  a r e  a r r a n g e d  i n t o  a  t w o - w a y  t a b l e  w i t h  
e a c h  c o l u m n  r e p r e s e n t i n g  a  s a m p l e ,  g r o u p  o r  t r e a t m e n t  a r r a n g e d  i n  t h e  a  
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p r i o r i  h y p o t h e t i c  o r d e r  a n d  t h e  r o w s  b e i n g  o b s e r v a t i o n s .  C o n s e q u e n t l y ,  
t h e  g r o u p s  a r e  o r d e r e d  f r o m  t h e  g r o u p  1  w i t h  t h e  h y p o t h e t i c a l l y  l o w e s t  
m e d i a n  t o  t h e  g r o u p  k  w i t h  t h e  l a r g e s t  m e d i a n .   

 A l l  t h e  o b s e r v a t i o n s  f r o m  e a c h  g r o u p  a r e  c o m b i n e d  a n d  r a n k e d  a s  a  
s e r i e s .  T h e  J o n c k h e e r e  m e t h o d  i n v o l v e s  c o u n t i n g  t h e  n u m b e r  o f  t i m e s  
a n  o b s e r v a t i o n  i n  t h e  g r o u p  o r  s a m p l e  i  i s  p r e c e d e d  b y  t h e  o b s e r v a t i o n  i n  
t h e  g r o u p  o r  s a m p l e  j .  T h i s  c o u n t ,  a l s o  k n o w n  a s  t h e  M a n n - W h i t n e y  
c o u n t  c o n s t i t u t e s  t h e  b a s i s  f o r  t h e  t e s t .      

 

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑈!" = # (𝑋!! , j) 
!!

!!!

 

# (𝑋!! , j)=  n u m b e r  o f  
t i m e s  𝑋!! f r o m  g r o u p  
i  p r e c e d e s  o r  i s  
s m a l l e r  t h a n  a n y  
o b s e r v a t i o n  i n  
g r o u p  j ;  w i t h  i < j .  

𝐽 = 𝑈!" = 𝑈!"

!

!!!!!

!!!

!!!

!

!!!

 

b =  t h e  n u m b e r  o f  b l o c k s ,  
g r o u p s  o r  t r e a t m e n t s  

n =   t h e  s a m p l e  s i z e .  

 

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝜃! = 𝜃! = ⋯ = 𝜃! 

𝐻!: 𝜃! ≤ 𝜃! ≤ ⋯ ≤ 𝜃!,  

𝑇ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑖𝑛  

𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑠 𝑎𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠 𝑎𝑙𝑙   𝑡ℎ𝑒 𝑡𝑟𝑒𝑎𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  

L a r g e  
S a m p l e s   

𝜇! =
𝑛! − 𝑛!!!

!!!

4  

𝜎!! =
1
72 𝑛!(2𝑛 + 3)− 𝑛!!(2𝑛! + 3)

!

!!!

 

𝐽∗ =
𝐽 − 𝜇!
𝜎!

 

𝐽∗ i s  
a p p r o x i m a t e l y  
n o r m a l l y  
d i s t r i b u t e d  w i t h  
z e r o  m e a n  a n d  
s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  o n e .  

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

T h e  p o w e r - e f f i c i e n c y  o f  J o n c k h e e r e  t e s t  i s  a r o u n d  
3 / π  w h e n  c o m p a r e d  a g a i n s t  a n  a p p r o p r i a t e  t  o r  F  
t e s t .  I t  i s  a s y m p t o t i c a l l y  s i m i l a r  t o  K r u s k a l l -  
W a l l i s    
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Q Q .  T h e  C r a m e r  C o e f f i c i e n t  C  

 

T h e  C r a m e r  C o e f f i c i e n t  C ,  n a m e d  a f t e r  t h e  S w i s s  m a t h e m a t i c i a n  
G a b r i e l  C r a m e r ,  m e a s u r e s  t h e  d e g r e e  o f  a s s o c i a t i o n  o r  r e l a t i o n  b e t w e e n  
t w o  s e t s  o f  a t t r i b u t e s  o r  v a r i a b l e s ,  w h e n  t h e  v a r i a b l e s  a r e  m e a s u r e d  a t  
n o m i n a l  s c a l e .  T h e  C r a m e r  C o e f f i c i e n t  m a k e s  n o  a s s u m p t i o n s  r e g a r d i n g  
t h e  c o n t i n u i t y  o r  t h e  o r d e r i n g  o f  t h e  v a r i a b l e s  o r  t h e  a t t r i b u t e s .   

 

T h e  c o e f f i c i e n t  i s  m e a s u r e d  u s i n g  a  c o n t i n g e n c y  t a b l e .  T h e  s e t t i n g  
o f  t h e  c o n t i n g e n c y  t a b l e  h a s  n o  i n f l u e n c e  o n  t h e  C r a m e r  c o e f f i c i e n t .  T h e  
d a t a  m a y  c o n s i s t  o f  a n y  n u m b e r  o f  c a t e g o r i e s .   

 

T h e  C r a m e r  t e s t  a s s u m e s  t h a t  t h e r e  a r e  t w o  s e t s  o f  u n o r d e r e d  
c a t e g o r i c a l  v a r i a b l e s .  I f  t h e  v a r i a b l e s  a r e  X  a n d  Y ,  t h e  c o n t i n g e n c y  t a b l e  
m a y  i s  a s  f o l l o w s :   

 

 

V a r i a b l e  Y  
V a r i a b l e  X  

T o t a l  
X1 X2 …  X k  

Y1 X 1 1  X 1 2  …  X 1 k  X 1 *  

Y2 X 2 1  X 2 2  …  X 2 k  X 2 *  

Y 3  X 3 1  X 3 2  …  X 3 k  X 3 *  

…  …  …  …  …  …  

Y r  X r 1  X r 2  …  X r k  X b *  

T o t a l  X * 1  X * 2  …  X * k  n  
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝐶 =
𝑋!

𝑛(𝐿 − 1)
 

𝑋! = (!!"!!!")!

!!"
!
!!!

!
!!! =

 !!"!

!!"
!
!!!

!
!!! − 𝑛=  n u m b e r  

o f  t r e a t m e n t s  o r  
g r o u p s  

 

 

L =  t h e  m i n i m u m  o f  t h e  
n u m b e r  o f  r o w s  o r  
c o l u m n s  i n  t h e  
c o n t i n g e n c y  t a b l e .  

𝑥!"=  o b s e r v e d  f r e q u e n c y  
f o r  c e l l ( i , j )  ( a t t r i b u t e s  i  
o f  v a r i a b l e  X  a n d  j  o f  
v a r i a b l e s  Y )  

𝐸!"=  e x p e c t e d  f r e q u e n c y  
f o r  c e l l  ( i , j )  

  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜: 𝑡ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑛𝑜  𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  

𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛 𝑋 𝑎𝑛𝑑 𝑌  

H 1  a s s u m e s  t h a t  t h e r e  i s  
a  r e l a t i o n / a s s o c i a t i o n  
a m o n g  t h e  t w o  v a r i a b l e s  
i n  t h e  p o p u l a t i o n  

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  

L a r g e  
S a m p l e s   

C  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  𝜒!  

w i t h  d f = ( r - 1 ) ( k - 1 )  

 

P o w e r -
E f f i c i e n c y  

C r a m e r  C i s  a t t r a c t i v e  f o r  i t s  r e l a x  a s s u m p t i o n s  
b u t  m a y  b e  n o t  p o w e r f u l  i n  s o m e  c a s e s .  

 

 

R R .  T h e  P h i  C o e f f i c i e n t𝒓𝝓 f o r  2 x 2  T a b l e s  

 

T h e  P h i  C o e f f i c i e n t 𝒓𝝓 m e a s u r e s  t h e  e x t e n t  o f  a s s o c i a t i o n  o r  
r e l a t i o n  b e t w e e n  t w o  s e t s  o f  v a r i a b l e s  m e a s u r e d  o n  t h e  n o m i n a l  s c a l e .  
T h e  t w o  v a r i a b l e s  m a y  o n l y  t a k e  t w o  v a l u e s  e a c h .  I t  i s  s i m i l a r  t o  C r a m e r ’ s  
c o e f f i c i e n t  C .  E v e r y  s u b j e c t  i n  e a c h  s a m p l e  m a y  f a l l  i n  o n e  o r  t h e  o t h e r  
c l a s s  b a s e d  o n  t h e  o b s e r v a t i o n  v a l u e .  

O b s e r v a t i o n s  m a y  b e  c l a s s i f i e d  a s  i n  t h e  f o l l o w i n g  c o n t i n g e n c y  
t a b l e :  
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V a r i a b l e  X  
V a r i a b l e  Y  

C o m b i n e d  F r e q u e n c y  
0  1  

0  A  B  A + B  

1  C  D  C + D  

T o t a l  A + C  B + D  n  

T h e  t e s t  m a y  b e  o n e  o r  t w o - t a i l e d .   

  

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

 

𝑟! =
𝐴𝐷− 𝐵𝐶

(𝐴+ 𝐵)(𝐶+ 𝐷)(𝐴+ 𝐶)(𝐵+ 𝐷) 

𝑋! =
𝑛( 𝐴𝐷− 𝐵𝐶 − 𝑛2)

2

(𝐴+ 𝐵)(𝐶+ 𝐷)(𝐴+ 𝐶)(𝐵+ 𝐷) 

A ,  B ,  C ,  D =  n u m b e r  o f  
s u b j e c t s  i n  o n e  c a t e g o r y  
o f  X  a n d  Y  

X 2  i s  d i s t r i b u t e d  a s  C h i -
s q u a r e  w i t h  d f = 1 ;  

.  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶   𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑒 𝑛𝑜𝑡 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑒𝑑 

 

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /  
L a r g e  
S a m p l e s   

  

T h e  t e s t  m a y  b e  e s t i m a t e d  b y  a  c h i - s q u a r e  f o r  
l a r g e  s a m p l e s  a n d  F i s h e r  f o r  s m a l l  s a m p l e s .   

P o w e r  T h e  t e s t  i s  s i m i l a r  t o  C r a m e r ’ s  C   

 

 

S S .  T h e  S p e a r m a n  R a n k - O r d e r  C o r r e l a t i o n  
C o e f f i c i e n t  𝒓𝒔 

 

T h e  S p e a r m a n ' s  R a n k - o r d e r  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t  o r  
S p e a r m a n ' s  r h o ,  n a m e d  a f t e r  t h e  B r i t i s h  p s y c h o l o g i s t  C h a r l e s  
S p e a r m a n  a n d  o f t e n  d e n o t e d  b y  t h e  G r e e k  l e t t e r  ρ  ( r h o )  o r  a s  𝒓𝒔,  i s  a  
m e a s u r e  o f  s t a t i s t i c a l  d e p e n d e n c e  o r  a s s o c i a t i o n  b e t w e e n  t w o  v a r i a b l e s .  

 T h e  t w o  v a r i a b l e s  m u s t  b e  m e a s u r e d  a t  l e a s t  a t  t h e  o r d i n a l  s c a l e  s o  
t h a t  s u b j e c t s  m a y  b e  r a n k e d  i n t o  t w o  o r d e r e d  s e r i e s .  I f  t h e r e  a r e  n o  
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r e p e a t e d  d a t a  v a l u e s ,  a  p e r f e c t  S p e a r m a n  c o r r e l a t i o n  o f  + 1  o r  − 1  o c c u r s  
w h e n  e a c h  o f  t h e  v a r i a b l e s  i s  a  p e r f e c t  m o n o t o n e  f u n c t i o n  o f  t h e  o t h e r .  

 

S t a t i s t i c /   
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

 

𝑟! =
𝑥2 +  𝑦2 − 𝑑2

2 𝑥2 𝑦2
 

𝑟! = 1−
6 𝑑𝑖

2

𝑛3 − 𝑛 

 

d i  =  X i - Y i ,  t h e  
d i f f e r e n c e  o f  t h e  r a n k s  
b e t w e e n  t h e  t w o  
v a r i a b l e s  

n  =  s a m p l e  s i z e .  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶   𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑒 𝑛𝑜𝑡 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑒𝑑 

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /    

L a r g e  S a m p l e s   

F o r  l a r g e  s a m p l e s ,  z = 𝑟! 𝑛 − 1 i s  a p p r o x i m a t e l y  
n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  w i t h  m e a n  0  a n d  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  1 .  

P o w e r -
e f f i c i e n c y  

T h e  S p e a r m a n  r a n k - o r d e r  c o r r e l a t i o n  
c o e f f i c i e n t  h a s  r e l a t i v e l y  h i g h  e f f i c i e n c y  w h e n  
c o m p a r e d  t o  t h e  m o s t  p o w e r f u l  p a r a m e t r i c  
t e s t ,  t h e  P e a r s o n  p r o d u c t - m o m e n t  c o r r e l a t i o n  

c o e f f i c i e n t  r  =  !"
!! !!

  

 
 

T T .  T h e  K e n d a l l  R a n k - O r d e r  C o r r e l a t i o n  C o e f f i c i e n t  𝝉 
 

T h e  K e n d a l l  R a n k - O r d e r  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t ,  c o m m o n l y  
r e f e r r e d  t o  a s  K e n d a l l ' s  t a u  (τ )  c o e f f i c i e n t  a n d  n a m e d  a f t e r  t h e  
B r i t i s h  s t a t i s t i c i a n  S i r  M a u r i c e  G e o r g e  K e n d a l l ,  i s  a  s t a t i s t i c  u s e d  t o  
a s s e s s  t h e  a s s o c i a t i o n  b e t w e e n  t w o  m e a s u r e d  q u a n t i t i e s .   

S p e c i f i c a l l y ,  i t  i s  a  m e a s u r e  o f  r a n k  c o r r e l a t i o n ;  t h a t  i s ,  t h e  
s i m i l a r i t y  o f  t h e  o r d e r i n g s  o f  t h e  d a t a  w h e n  r a n k e d  b y  e a c h  o f  t h e  
q u a n t i t i e s .   
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝜏=  # !"#$$%$&'(!# !"#$%&''(')*#
!"!#$ !"#$%& !" !"#$%

 

𝜏 =
2𝑆

𝑛(𝑛− 1) 

𝑟! = 1−
6 𝑑𝑖

2

𝑛3 − 𝑛 

 

n  =  s a m p l e  s i z e .  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶   𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑒 𝑛𝑜𝑡 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑒𝑑 

 

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /    

L a r g e  S a m p l e s   

  

M e a n  𝜇! = 0 

V a r i a n c e :  𝜎!! =
!(!!!!)
!!(!!!)

 

Z = !!!!
!!

  a p p r o x i m a t e l y  f o l l o w s  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n  w i t h  m e a n  0  a n d  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  1  

P o w e r -
e f f i c i e n c y  

T h e  K e n d a l l  𝜏 a n d  S p e a r m a n  r a n k - o r d e r  
c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t  h a v e  s i m i l a r  p o w e r -
e f f i c i e n c y   

 

 
 
 
 

U U .  T h e  K e n d a l l  P a r t i a l  R a n k - O r d e r  C o r r e l a t i o n  
C o e f f i c i e n t  𝑻𝒙𝒚,𝒛 

 

T h e  K e n d a l l  P a r t i a l  R a n k - O r d e r  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t  h a n d l e s  
s i t u a t i o n s  w h e r e  a  t h i r d  v a r i a b l e  Z  i s  t h e  s o u r c e  o f  a s s o c i a t i o n s  b e t w e e n  
t w o  v a r i a b l e s  X  a n d  Y .   

T h e  e f f e c t s  o f  v a r i a t i o n  d u e  t o  t h e  t h i r d  v a r i a b l e  a r e  e l i m i n a t e d  b y  
k e e p i n g  t h e  v a r i a b l e  c o n s t a n t  w h i l e  a s s e s s i n g  t h e  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  
t w o  v a r i a b l e s  X  a n d  Y .   

S p e c i f i c a l l y ,  Z  s c o r e s  a r e  o r d e r e d ,  a n d  t h e  a g r e e m e n t s  b e t w e e n  Z  
a n d  t h e  o t h e r  v a r i a b l e s  a r e  a s s e s s e d .    
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X  p a i r  

Y  p a i r  

C o m b i n e d  
F r e q u e n c y  

S i g n  a g r e e s  
w i t h  t h e  Z  

s i g n  

S i g n  
d i s a g r e e s  

w i t h  t h e  Z  
s i g n  

S i g n  a g r e e s  w i t h  t h e  Z  s i g n  A  B  A + B  

S i g n  d i s a g r e e s  w i t h  t h e  Z  s i g n  C  D  C + D  

T o t a l  A + C  B + D  n  

 

 

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑇!",! =
𝑇!" −  𝑇!"𝑇!"

(1− 𝑇!,!!)(1 − 𝑇!"!)
 

 

n  =  s a m p l e  
s i z e .  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶   𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑒 𝑛𝑜𝑡 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑒𝑑 

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /    

L a r g e  S a m p l e s   

  

M e a n  𝜇! = 0 

V a r i a n c e :  𝜎!"#,!! = !(!!!!)
!!(!!!)

 

Z =
!!!",! !(!!!)

!(!!!!)
  a p p r o x i m a t e l y  f o l l o w s  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n  w i t h  m e a n  0  a n d  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  1  

P o w e r -
e f f i c i e n c y  

N o t  c l e a r  t o  a s s e s s   

 

 

V V .  T h e  K e n d a l l  C o e f f i c i e n t  o f  C o n c o r d a n c e  W   

 

K e n d a l l ' s  W ,  a l s o  k n o w n  a s  K e n d a l l ' s  c o e f f i c i e n t  o f  
c o n c o r d a n c e  i s  a  n o r m a l i z a t i o n  o f  t h e  s t a t i s t i c  o f  t h e  F r i e d m a n  t e s t ,  
a n d  c a n  b e  u s e d  f o r  a s s e s s i n g  a g r e e m e n t  o r  c o r r e l a t i o n  a m o n g  m u l t i p l e  
i n d e p e n d e n t  m e a s u r e s .   
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K e n d a l l ' s  W  r a n g e s  f r o m  0  ( n o  a g r e e m e n t )  t o  1  ( c o m p l e t e  
a g r e e m e n t ) .  

S u p p o s e ,  f o r  i n s t a n c e ,  t h a t  a  n u m b e r  o f  r a t e r s  h a v e  b e e n  a s k e d  t o  
r a n k  s u b j e c t s ,  f r o m  m o s t  i m p o r t a n t  t o  l e a s t  i m p o r t a n t .  K e n d a l l ' s  W  c a n  
b e  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e s e  r a n k s :   

•  I f  t h e  t e s t  s t a t i s t i c  W  i s  1 ,  t h e n  a l l  t h e  r a t e r s  h a v e  b e e n  
u n a n i m o u s ,  a n d  e a c h  r a t e r  h a s  a s s i g n e d  t h e  s a m e  o r d e r  t o  t h e  
l i s t  o f  o b j e c t s  o r  s u b j e c t s .   

•  I f  W  i s  0 ,  t h e n  t h e r e  i s  n o  o v e r a l l  t r e n d  o f  a g r e e m e n t  a m o n g  
t h e  r a t e r s ,  a n d  t h e i r  r e s p o n s e s  m a y  b e  r e g a r d e d  a s  e s s e n t i a l l y  
r a n d o m .  I n t e r m e d i a t e  v a l u e s  o f  W  i n d i c a t e  a  g r e a t e r  o r  l e s s e r  
d e g r e e  o f  u n a n i m i t y  a m o n g  t h e  v a r i o u s  r e s p o n s e s .  
 

W h i l e  t e s t s  u s i n g  t h e  s t a n d a r d  P e a r s o n  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t  
a s s u m e  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  v a l u e s  a n d  c o m p a r e  t w o  s e q u e n c e s  o f  
o u t c o m e s  a t  a  t i m e ,  K e n d a l l ' s  W  m a k e s  n o  a s s u m p t i o n s  r e g a r d i n g  t h e  
n a t u r e  o f  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  a n d  c a n  h a n d l e  a n y  n u m b e r  o f  
d i s t i n c t  o u t c o m e s .  

 

W  i s  l i n e a r l y  r e l a t e d  t o  t h e  m e a n  v a l u e  o f  t h e  S p e a r m a n ' s  r a n k  
c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t s  b e t w e e n  a l l  p a i r s  o f  t h e  r a n k i n g s  o v e r  w h i c h  i t  i s  
c a l c u l a t e d .  

 

 

R a t e r  
S u b j e c t  

1  2  …  n  

1  R 1 1  R 1 2  …  R 1 k  

2  R 2 1  R 2 2  …  R 2 k  

3  R 3 1  R 3 2  …  R 3 k  

…   …  …  …  

k  R k 1  R k 2  …  R b k  

S u m  o f  
R a n k s  

R * 1  R * 2  
…  R * k  
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒(𝑟!) =
𝑘𝑊 − 1
𝑘− 1  

𝑊 =
𝑅!  − 𝑅 !!

!!!
𝑛(𝑛! − 1)/12

 

= !" !!!!
!!! !!!(!!!)!

!(!!!!)
 

 

k  =  n u m b e r  o f  s e t s  o f  
r a n k i n g s ,  i . e . ,  r a t e r s  

n = n u m b e r  o f  s u b j e c t s  

𝑅!  a v e r a g e  r a n k  f o r  
s u b j e c t  i  

𝑅 a v e r a g e  o r  g r a n d  m e a n  
o f  a l l  r a n k s  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜
∶   𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑒 𝑛𝑜𝑡 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑒𝑑 

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /    

L a r g e  
S a m p l e s   

X 2  = k ( n - 1 ) W   a p p r o x i m a t e l y  f o l l o w s  c h i -
s q u a r e  d i s t r i b u t i o n  w i t h  d f  =  n - 1 .  

C o r r e c t i o n  
f o r  T i e s  

𝑊 = !" !!!!
!!! !!!!!(!!!)!

!!! !!!! !! !!
,  w h e r e  t h e  c o r r e c t i o n  f a c t o r :  

𝑇! = (𝑡!
! − 𝑡!)

!!
!!! ,  𝑡! i s  t h e  s i z e  o f  t h e  j t h  s e t  o f  

t i e d  r a n k s  i n  t h e  i t h  g r o u p  a n d  𝑔!=  t h e  n u m b e r  
o f  s e t s  o f  t i e d  r a n k s  i n  t h e  i t h  g r o u p  

P o w e r -
e f f i c i e n c y  

N o t  c l e a r  t o  a s s e s s  b u t  e f f i c i e n c y  i n c r e a s e s  
w i t h  t h e  s a m p l e  s i z e .  
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W W .  T h e  K e n d a l l  C o e f f i c i e n t  o f  A g r e e m e n t  u  f o r  
P a i r e d  C o m p a r i s o n s  o r  R a n k i n g s   

 

K e n d a l l ' s  W  t e s t s  t h e  a g r e e m e n t  o r  c o r r e l a t i o n  a m o n g  m u l t i p l e  
i n d e p e n d e n t  m e a s u r e s .  T h e  c o n c e p t  i s  b a s e d  o n  r a t i n g s ,  w i t h  a  n u m b e r  o f  
r a t e r s  r a n k i n g  s u b j e c t s ,  f r o m  m o s t  i m p o r t a n t  t o  l e a s t  i m p o r t a n t .  

I n  s o m e  e x p e r i m e n t s ,  r a t e r s  a r e  n o t  a s k e d  t o  r a n k ,  b u t  t o  i n d i c a t e  
t h e i r  p r e f e r e n c e s  f o r  o n e  o f  a  p a i r  o f  t w o  o b j e c t s  p r e s e n t e d  a t  
t h e  s a m e  t i m e .  E a c h  o b j e c t  i s  u s u a l l y  p a i r e d  w i t h  a l l  o t h e r  o b j e c t s .   
S u c h  e x p e r i m e n t  i s  k n o w n  a s  a  p a i r e d  c o m p a r i s o n .  T h e  K e n d a l l  
C o e f f i c i e n t  o f  A g r e e m e n t  u  i s  s u i t e d  f o r  s u c h  c a s e s .    

 

A l l  t h e  p r e f e r e n c e s  f r o m  a l l  t h e  r a t e r s  a r e  c o m b i n e d  i n  a  p r e f e r e n c e  
m a t r i x  a s  f o l l o w s :   

 

O b j e c t  
R a t e r s / J u d g e s  

1  2  …  n  

1  -  x 1 2   x 1 n  

2  x 2 1  x 2 2   x 2 n  

3  x 3 1  -   x 3 n  

…      

n  x k 1  x k 2   -  

     

 

  W i t h  n  o b j e c t ,  t h e  p o s s i b l e  n u m b e r  o f  p a i r s  i s : 𝑛
2 = (𝑛)(𝑛 − 1)/2.  W i t h  k  

r a t e r s ,  i n  c a s e  o f  c o m p l e t e  a g r e e m e n t  (𝑛)(𝑛 − 1)/2 c e l l s  w i l l  h a v e  f r e q u e n c i e s  
e q u a l  t o  k  a n d  t h e  r e m a i n i n g  = (𝑛)(𝑛 − 1)/2 w i l l  h a v e  f r e q u e n c y  e q u a l  t o  z e r o .  
I f  t h e r e  i s  c o m p l e t e  a g r e e m e n t ,  u  w i l l  b e  e q u a l  t o  1 ,  w h e r e a s  u = 0  i n  c a s e  
o f  c o m p l e t e  l a c k  o f  a g r e e m e n t .  

 

 K e n d a l l ’ s  u  h a s  a d v a n t a g e  o v e r  K e n d a l l ’ s  W  i n  t h e  s e n s e  t h a t  i t  
a v e r a g e s  a l l  t h e  r a n k i n g s  f o r  a l l  t h e  r a t e r s .   
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑢 =
𝑥!"
2

!
!!!

!
!!!

𝑘
2

𝑛
2

− 1 

=
! !!"

!!
!!! !! !!"!

!!!

! !!! !(!!!)
+ 1  

 

k  =  n u m b e r  o f  r a t e r s  

n = n u m b e r  o f  s u b j e c t s  

𝑥!":  f r e q u e n c i e s  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
a g r e e m e n t  b e t w e e n  
s u b j e c t  i  a n d  j  

 

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶   𝑡ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑛𝑜 𝑎𝑔𝑟𝑒𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  

𝑎𝑚𝑜𝑛𝑔 𝑡ℎ𝑒 𝑟𝑎𝑡𝑒𝑟𝑠 

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /    

L a r g e  S a m p l e s   

  

X 2  =
𝑛
2 [1+ 𝑢 𝑘 − 1 ] a p p r o x i m a t e l y  f o l l o w s  

c h i - s q u a r e  d i s t r i b u t i o n  w i t h  d f  =
𝑛
2 = n ( n -

1 ) / 2 .  

T e s t  w i t h  
R a n k s  X 2  =

!(!!!!) !!
!
!

(!!!)(!!!!!!!!)
𝑢 + 𝑓 w h e r e  f =

!(!!!!)! !
!

!
!

(!!!)!(!!!!!!!!)!
  i s  

t h e  n u m b e r  o f  t h e  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  a n d  
n e e d s  t o  b e  r o u n d e d  w h e n  n o t  a n  i n t e g e r .  

P o w e r -
e f f i c i e n c y  

K e n d a l l ’ s  u  i s  r e l a t i v e l y  c l o s e  t o  t h e  C h i -
s q u a r e  G o o d n e s s  o f  F i t  t e s t .  

 
 

 

X X .  T h e  C o r r e l a t i o n  b e t w e e n  S e v e r a l  J u d g e s  a n d  a  
C r i t e r i o n  R a n k i n g  T c   

 

T h e  S p e a r m a n  r a n k - o r d e r  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t  r s  a n d  t h e  
K e n d a l l  r a n k - o r d e r  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t  T  a s s e s s  t h e  a g r e e m e n t  
b e t w e e n  t w o  r a n k e r s ,  b y  p r o v i d i n g  a n  i n d e x  o f  c o r r e l a t i o n .  K e n d a l  
c o e f f i c i e n t  o f  c o n c o r d a n c e  W  a n d  K e n d a l l  c o e f f i c i e n t  o f  a g r e e m e n t  u  h e l p  
t o  a s s e s s  t h e  a g r e e m e n t  a n d  c o n c o r d a n c e  a m o n g  t h e  r a t e r s .   

I n  s o m e  i n s t a n c e s ,  e x p e r i m e n t e r s  a r e  i n t e r e s t e d  i n  a g r e e m e n t  o r  
c o n c o r d a n c e  b e t w e e n  t h e  r a t i n g s  a n d  a  s p e c i f i e d  c r i t e r i o n .   T h e  
C r i t e r i o n  R a n k i n g  t e s t  T c  i s  s u i t e d  f o r  t h e s e  i n s t a n c e s  w h e r e  t h e  f o c u s  
o n  t h e  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  k  s e t s  o f  r a n k i n g s  a n d  a  c r i t e r i o n  r a n k i n g .  
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 I n  t h e  p r e f e r e n c e  m a t r i x ,  o b j e c t s  a r e  l i s t e d  i n  t h e  o r d e r  o f  t h e  
c r i t e r i o n  r a n k i n g .  T h e n ,  t h e  f r e q u e n c i e s  a r e  s u m m e d  s e p a r a t e l y ,  f o r  t h e  
u p p e r  t r i a n g l e  o f  t h e  m a t r i x  a s  𝑥!"! o n  t h e  o n e  h a n d  a n d  t h e  l o w e r  
t r i a n g l e  o n  t h e  o t h e r  a s   𝑥!"! .  

 

O b j e c t  
O b j e c t  

1  2  …  n  

1  x 1 1  x 1 2   x 1 n  

2  x 2 1  x 2 2   x 2 n  

3  x 3 1  -   x 3 n  

…      

k  x k 1  x k 2   x k n  

     

 

   

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑇! =
2( 𝑥!"! − 𝑥!"! )

𝑘𝑛(𝑛 − 1)
− 1 

= ! !!"
!

!"(!!!)
- 1  

= 1 − ! !!"!

!"(!!!)
-  

 

k  =  n u m b e r  o f  r a t e r s  

n = n u m b e r  o f  s u b j e c t s  

𝑥!":  f r e q u e n c i e s  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
a g r e e m e n t  b e t w e e n  
s u b j e c t  i  a n d  j  

 

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶   𝑡ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑛𝑜 𝑎𝑔𝑟𝑒𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  

𝑎𝑚𝑜𝑛𝑔 𝑡ℎ𝑒 𝑟𝑎𝑡𝑒𝑟𝑠 

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /    

L a r g e  S a m p l e s   

  

T o  t e s t  t h e  h y p o t h e s i s  H o :  𝑇c = 0  v s  H 1 :  T c > 0 ;  
u s e  t h e  s t a t i s t i c :  

Z =  Τ!± 
!

!"(!!!)
! !"(!!!)
!(!!!!)

 w h i c h  i s  a p p r o x i m a t e l y  

d i s t r i b u t e d  w i t h  m e a n  z e r o  a n d  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  o n e .  
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Y Y .  T h e  C o h e n ’ s  K a p p a  S t a t i s t i c  𝜿 

 

T h e  C o h e n ’ s  K a p p a  s t a t i s t i c ,  n a m e d  a f t e r  t h e  U S  p s y c h o l o g i s t  
J o h n  C o h e n ,  t e s t s  t h e  a g r e e m e n t  o r  c o n c o r d a n c e s  a m o n g  t h e  r a t e r s  
w h e n  t h e  m e a s u r e m e n t s  a r e  n o m i n a l  ( c a t e g o r i c a l ) .  

 

S p e c i f i c a l l y ,  t h e  t e s t   i s  a  m e a s u r e  o f  i n t e r - r a t e r  a g r e e m e n t  f o r  
c a t e g o r i c a l  i t e m s .  T h e  r a n k i n g  m a t r i x  m a y  l o o k  l i k e  a s  f o l l o w s :  

 

O b j e c t  
 C a t e g o r y   

1  2  …  . . .  k  T o t a l  

1  x 1 1  x 1 2   …  x 1 k  x 1 *  

2  x 2 1  x 2 2   …  x 2 k  X 2 *  

3  x 3 1  …   …  x 3 k  X 3 *  

…     …  …   

n  X n 1  X n 2    X n k  x n *  

T o t a l  x * 1  x * 2    x * k   

 

 

  E a c h  o f  t h e  n  o b j e c t s  i s  a s s i g n e d  t o  o n e  o f  t h e  m  c a t e g o r i e s  b y  
e a c h  o f  k  r a t e r s .  X i j  i s  t h e  n u m b e r  o f  t h e  r a t e r s  t h a t  a s s i g n  o b j e c t  i  t o  
c a t e g o r y  j .   I f  x * j  i s  t h e  n u m b e r  o f  r a t i n g s  t h a t  a s s i g n  t h e  o b j e c t s  t o  
c a t e g o r y  j .  

 

I f  t h e  r a t e r s  a r e  i n  a g r e e m e n t  o n  a  c a t e g o r y  f o r  a  g i v e n  o b j e c t ,  t h e  
f r e q u e n c y  f o r  t h e  o b j e c t  i n  t h e  c a t e g o r y  i s  k ,  o t h e r  c a t e g o r i e s  h a v i n g  0  
f r e q u e n c y .  T h e  k a p p a  c o e f f i c i e n t  o f  a g r e e m e n t  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  
p r o p o r t i o n  o f  t i m e s  t h a t  t h e  r a t e r s  a g r e e  t o  t h e  m a x i m u m  p r o p o r t i o n  o f  
t i m e s .   
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝜅 =
𝑃 𝐴 − 𝑃(𝐸)
1 − 𝑃(𝐸)

 

𝑃(𝐸) = 𝑝!!!
!!! =

!!
!"

!!
!!!  

𝑃(𝐴)

=
1
𝑛

𝑋!∗

!

!!!

=
1

𝑛𝑘(𝑘 − 1)
𝑥!"!

!

!!!

!

!!!
 

k  =  n u m b e r  o f  r a t e r s  

n = n u m b e r  o f  s u b j e c t s  

𝑥!":  f r e q u e n c i e s  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
n u m b e r  o f  r a t e r s  
t h a t  a s s i g n  o b j e c t  i  
i n  c a t e g o r y  j  

P ( A ) =  p r o p o r t i o n  o f  
t i m e s  t h a t  k  r a t e r s  
a g r e e  

P ( E )  =  p r o p o r t i o n  o f  
t i m e s  t h a t  t h e  k  
r a t e r s  m a y  a g r e e  d u  
c h a n c e .  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶   𝑡ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖𝑠 𝑛𝑜 𝑎𝑔𝑟𝑒𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡  𝑎𝑚𝑜𝑛𝑔 𝑡ℎ𝑒 𝑟𝑎𝑡𝑒𝑟𝑠 

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n
/    

L a r g e  
S a m p l e s   

  

T o  t e s t  H o :  𝜅= 0  a g a i n s t  H 1 : 𝜅> 0 ;  

V a r ( 𝜅) =  !
!"(!!!)

! ! ! !!!! ! ! !!!!(!!!) !!
!!

!!!   

Z = 𝜅/ 𝑣𝑎𝑟(𝜅) i s  a p p r o x i m a t e l y  d i s t r i b u t e d  w i t h  
m e a n  z e r o  a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o n e .  

P o w e r -
e f f i c i e n c y  

U s u a l l y  m o r e  r o b u s t  m e a s u r e  t h a n  s i m p l e  
p e r c e n t  a g r e e m e n t  c a l c u l a t i o n   

 
 

Z Z .  T h e  G a m m a  S t a t i s t i c  𝚪 

 

T h e  G a m m a  s t a t i s t i c  t e s t s  t h e  a g r e e m e n t  o r  c o n c o r d a n c e s  b e t w e e n  
t w o  v a r i a b l e s  m e a s u r e d  a t  t h e  o r d i n a l  s c a l e .  T h e  a p p r o a c h  i n  a p p l y i n g  t h e  
G a m m a  S t a t i s t i c  i s  s i m i l a r  t o  K a n d a l l ’ s  t a u .    

T h e  c a t e g o r i e s  f o r  t h e  t w o  v a r i a b l e s  m a y  c o n s i s t  o f  a n y  n u m b e r .  T h e  
c o n t i n g e n c y  t a b l e  m a y  l o o k  a s  f o l l o w s :  
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O r d i n a l  
V a r i a b l e    

B  

O r d i n a l  V a r i a b l e  A    

A 1  A 2  …  A k  T o t a l   

B 1  x 1 1  x 1 2   x 1 k  x 1 *   

B 2  x 2 1  x 2 2   x 2 k  X 2 *   

B 3  x 3 1  -   x 3 k  X 3 *   

…        

B r  X r 1  X r 2   -  x n *   

T o t a l  x * 1  x * 2   x * k  n   

 

 

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

Γ=  # !"#$$%$&'(!# !"#$%&''(')*#
# !"#$$%$&'(!# !"#$%&''(')*#

 

#𝑎𝑔𝑟𝑒𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠

= 𝑥!"

!!!

!!!

!!!

!!!

𝑥!"
!

!!!!!

!

!!!!!
 

#𝑑𝑖𝑠𝑎𝑔𝑟𝑒𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠

= 𝑥!"

!

!!!

!!!

!!!

𝑥!"
!!!

!!!

!

!!!!!
 

 

n  =  s a m p l e  s i z e .  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶   𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑒  𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 

 

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /    

L a r g e  S a m p l e s   

  

M e a n :  𝛾 = 0 

V a r i a n c e :  𝜎!! ≤
!(!!!!)

#!"#$$%$&'(!#!"#$%&''(')*#
 

Z = !!!
!!

#!"#$$%$&'(!#!"#$%&''(')*#
!(!!!!)

  a p p r o x i m a t e l y  

f o l l o w s  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  m e a n  0  
a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  1  
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A A A .  T h e  L a m b d a  S t a t i s t i c  𝛌𝒃  
 
 

T h e  L a m b d a  s t a t i s t i c  𝜆𝑏  d e v e l o p e d  b y  t h e  A m e r i c a n  
m a t h e m a t i c a l  s t a t i s t i c i a n s  W i l l i a m  H e n r y  K r u s k a l  a n d  L e o  A .  
G o o d m a n  i s  a  m e a s u r e  o f  p r o p o r t i o n a l  r e d u c t i o n  i n  e r r o r  i n  c r o s s  
t a b u l a t i o n  a n a l y s i s  o f  t w o  v a r i a b l e s .   

 

T h e  t e s t  m a k e s  a  f e w  a s s u m p t i o n s  r e g a r d i n g  t h e  s c a l e  o f  t h e  
v a r i a b l e s ,  e x c e p t  t h e  f a c t  t h a t  t h e  v a r i a b l e s  a r e  n o m i n a l ,  b u t  n o t  
o r d e r e d .    F o r  a n y  s a m p l e  w i t h  a  n o m i n a l  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  a n d  
d e p e n d e n t  v a r i a b l e  ( o r  o n e s  t h a t  c a n  b e  t r e a t e d  n o m i n a l l y ) ,  i t  i n d i c a t e s  
t h e  e x t e n t  t o  w h i c h  o n e  v a r i a b l e  c a n  b e  p r e d i c t e d  b y  a n o t h e r  k n o w n  
v a r i a b l e .    

 

T h e  c o n t i n g e n c y  t a b l e  m a y  l o o k  l i k e  a s  f o l l o w s :  

 

 

H e n c e ,  t h e  t e s t  i s  a  m e a s u r e  o f  t h e  r e d u c t i o n  i n  t h e  e r r o r  i n  
p r e d i c t i n g  o n e  v a r i a b l e  b y  a n o t h e r  k n o w n  v a r i a b l e  

 

 

 

 

N o m i n a l  
V a r i a b l e    

B  

N o m i n a l  V a r i a b l e  A    

A 1  A 2  …  A m  T o t a l  
 

B 1  x 1 1  x 1 2   x 1 k  x 1 *   

B 2  x 2 1  x 2 2   x 2 k  X 2 *   

B 3  x 3 1  …   x 3 k  X 3 *   

…        

B r  X r 1  X r 2   …  x n *   

T o t a l  x * 1  x * 2   x * k  n   
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S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝜆!=  
!"# (!∗!)!!"# (!!∗)!

!!!

!!!"# (!!∗)
 

 

max 𝑥∗! :  l a r g e s t  f r e q u e n c y  
i n  c o l u m n  j  

max 𝑥!∗ :  l a r g e s t  f r e q u e n c y  
i n  r o w  i  

n  =  s a m p l e  s i z e .  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶   𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑒  𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 

 

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /    

L a r g e  S a m p l e s   

  

M e a n :  𝜆! 

V a r i a n c e :  

𝜎!
! =

!! !"# !∗!!
!!! !"# !∗!!

!!! !!"# !!∗ !!!!!"# !∗!
!!!"# !!∗ !  

Z = !!!!
!!

  a p p r o x i m a t e l y  f o l l o w s  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n  w i t h  m e a n  0  a n d  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  1  

 
 

B B B .  A s y m m e t r i c a l  A s s o c i a t i o n  F o r  O r d e r e d  
V a r i a b l e s :  S o m e r s ’ s  𝒅𝑩𝑨  

 

T h e  S o m e r s ’ s  𝒅𝑩𝑨 s t a t i s t i c ,  n a m e d  a f t e r  t h e  A m e r i c a n  s o c i o l o g i s t  
R o b e r t  H .  S o m e r s  i s  a n  a s y m m e t r i c  m e a s u r e  o f  a s s o c i a t i o n  b e t w e e n  t w o  
v a r i a b l e s .   

G i v e n  a  p r e d i c t o r  v a r i a b l e  A  a n d  a n  o u t c o m e  v a r i a b l e  B ,  𝒅𝑩𝑨  m a y  b e  
e s t i m a t e d  a s  a  m e a s u r e  o f  t h e  e f f e c t  o f  B  o n  A  ,  o r  a s  a  p e r f o r m a n c e  
i n d i c a t o r  o f  B  a s  a  p r e d i c t o r  o f  A .   

T o  c o m p u t e  t h e  s t a t i s t i c  𝒅𝑩𝑨 d e t e r m i n e  t h e  f r e q u e n c i e s  a b o v e  t o  t h e  
l e f t ,  𝑀!"

! a n d  a b o v e  t o  t h e  r i g h t ,  𝑀!"
∓  o f  t h e  c e l l  ( i , j )  a n d  t h e  f r e q u e n c i e s  

b e l o w  t o  t h e  l e f t ,  𝑁!"! a n d  b e l o w  t o  t h e  r i g h t ,  𝑁!"∓  o f  t h e  c e l l  ( i , j ) .  

 

𝑀!"
! = 𝑥𝑝𝑞

𝑗−1

𝑞=1

𝑖−1

𝑝=1
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𝑀!"
! = 𝑥𝑝𝑞

𝑘

𝑞=𝑗+1

𝑖−1

𝑝=1
 

 

T h e  c o n t i n g e n c y  t a b l e  m a y  l o o k  l i k e  a s  f o l l o w s :  

 

N o m i n a l  
V a r i a b l e    

B  

N o m i n a l  V a r i a b l e  A    

A 1  A 2  …  A m  T o t a l   

B 1  x 1 1  x 1 2   x 1 k  x 1 *   

B 2  x 2 1  x 2 2   x 2 k  X 2 *   

B 3  x 3 1  -   x 3 k  X 3 *   

…        

B r  X r 1  X r 2   -  x n *   

T o t a l  x * 1  x * 2   x * k  n   

 

 

S t a t i s t i c /  
C o n c e p t  

F o r m u l a  C o m m e n t  

T e s t /  
V a r i a b l e  
D e f i n i t i o n  

𝑑!"=  
# !"#$$%$&'(!# !"#$%&''(')*#
#!"#$% !"# !"#$ !" !"#$"%&' !

 

=
# !"#$$%$&'(!# !"#$%&''(')*#

!!! !!∗
!!

!!!
 

n  =  s a m p l e  s i z e .  

C o m m o n  
H y p o t h e s i s  

𝐻𝑜 ∶   𝑡ℎ𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑟𝑒  𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡 

 

 

A s y m p t o t i c  
D i s t r i b u t i o n /    

L a r g e  S a m p l e s   

  

M e a n :  𝑑!" = 0 

V a r i a n c e :  𝜎!! =
! !!"    (!

!!!
!
!!! !!"

!!!!"
!! !!"

!!!!"
! )!

!!! !∗!
!!

!!!
!  

Z =  !!"
!"#(!!")

a p p r o x i m a t e l y  f o l l o w s  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n  w i t h  m e a n  0  a n d  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  1  
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VIII .  Other Key Tests  
 

A .  A n s a r i - B r a d l e y  T e s t  

 

S o m e  r e s e a r c h  p r o b l e m s  m a y  n e e d  t o  t e s t  t h e  s p r e a d s  f o r  t w o  
p o p u l a t i o n s  w i t h  a s s u m e d  e q u a l  c e n t r a l  t e n d e n c y .  I n  t h e  p a r a m e t r i c  c a s e ,  
t h e  F - T e s t  f o r  e q u a l i t y  o f  v a r i a n c e s  w i l l  b e  u s e d .    

I n  t h e  n o n - p a r a m e t r i c  s i t u a t i o n s ,  t h e  A n s a r i - B r a d l e y  t e s t  i s  u s e d  
t o  t e s t  t h e  d i f f e r e n c e s  i n  s p r e a d  b e t w e e n  t w o  p o p u l a t i o n s  w h e n  t h e  
p o p u l a t i o n  m e d i a n s  a r e  a s s u m e d  e q u a l  a n d  t h e  s a m p l e s  f r o m  t w o  
p o p u l a t i o n s  a r e  i n d e p e n d e n t .  T h e  m e a s u r e s  a r e  a s s u m e d  c o n t i n u o u s .  

A n s a r i - B r a d l e y  s c o r e s  a r e  s i m i l a r  t o  S i e g e l – T u k e y  s c o r e s ,  w i t h  t h e  
d i f f e r e n c e  t h a t  A n s a r i - B r a d l e y  a s s i g n s  t h e  s a m e  s c o r e s  t o  e x t r e m e  r a n k s .  

A p p r o a c h :  

•  S t e p 1 :  C e n t e r  a r o u n d  t h e  m e d i a n  t h e  o b s e r v a t i o n s  w i t h i n  
e a c h  o f  t h e  t w o  s a m p l e s .  T h a t  i s  i f  X  =  { X 1 ,  X 2 ,  …  X n 1 }  i s  t h e  
s e t  o f  o b s e r v a t i o n s  i n  S a m p l e  1  w i t h  m e d i a n  µ 1  a n d  Y = { Y 1 ,  Y 2 ,  
…  Y n 2 )  i s  t h e  s e t  o f  o b s e r v a t i o n s  i n  S a m p l e  2 ,  w i t h  m e d i a n  µ 2 ,  
t h e n    c e n t e r e d  o b s e r v a t i o n s  a r e  { X 1 - µ 1 ,  X 2 - µ 1 ,  … . X n 1  - µ 1 }  
a n d  { Y 1 - µ 2 ,  Y 2 - µ 2 ,  … . Y n 2  - µ 2 } .  

•  S t e p  2 :  C o m b i n e  t h e  t w o  l o c a t i o n  ( m e d i a n ) - a d j u s t e d  s a m p l e s  
a n d  l i s t  i n  i n c r e a s i n g  o r d e r .  A s s u m e  n =  n 1  +  n 2 .   
S t e p  3 :  A s s i g n  t h e  s c o r e  ( r a n k )  i  t o  t h e  I  t h  a n d  ( n  +  1  −  i ) t h  
o r d e r e d  v a l u e s .  I n  c a s e  o f  t i e s ,  a s s i g n  a v e r a g e  s c o r e s .  T h u s ,  
s c o r e s  i n c r e a s e  f r o m  b o t h  e n d s  t o w a r d s  t h e  c e n t e r  o f  t h e  
o r d e r e d  s a m p l e .  
A n s a r i - B r a d l e y  s c o r e s  a r e  c o m p u t e d  a s  f o l l o w s ,  w i t h   𝑅! ,  t h e  
r a n k  o f  o b s e r v a t i o n  j ,  a n d   𝑎(𝑅!),  t h e  s c o r e  o f  o b s e r v a t i o n  j :  
 

 𝑎(𝑅!) =
!!!
!
− 𝑅! −

!!!
!

,   
 

•  S t e p  4 :  A n s a r i - B r a d l e y  s t a t i s t i c  W  i s  t h e  s u m  o f  t h e  
s c o r e s ( r a n k s ) .  
 

•  S t e p  5 :  L o o k  u p  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  i n  A n s a r i - B r a d l e y  t a b l e s  i n  
n < 2 0 ,  o t h e r w i s e  u s e  n o r m a l  a p p r o x i m a t i o n .   

•  F r o m  t h e  t a b l e ,  g i v e n  t h e  s i g n i f i c a n c e  l e v e l  c ,  t h e  u p p e r  
c r i t i c a l  v a l u e  o f  W  i s  t h e  s m a l l e s t  x  i n  t h e  t a b l e  s u c h  t h a t  P ( W  
≥  x )  ≤  c  a n d  t h e  l o w e r   c r i t i c a l  v a l u e  o f  W  i s  x - 1 ,  s u c h   t h a t  
P ( W  ≥ x )≥ 1 − c .  

 F o r  l a r g e  s a m p l e s ,  a p p r o x i m a t e  t h e  s t a n d a r d  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  Z   
w i t h  W * ,  a n d  u s e  t h e  n o r m a l  t a b l e s  t o  f i n  p - v a l u e .  



A r o n i S m a r t L y t i c s  H a n d b o o k  f o r  A p p l i e d  S t a t i s t i c s  7 9  

 

I f  n = n 1 + n 2  i s  e v e n :   

𝑊∗ =
𝑊 − [𝑛!(𝑛! + 𝑛! + 2)/4]

𝑛!(𝑛! + 𝑛! + 2)𝑛!(𝑛! + 𝑛! − 2)/[48 𝑛! + 𝑛! − 1 ]
 

I f  n = n 1 + n 2  i s  o d d :   

𝑊∗ =
𝑊 − [𝑛! 𝑛! + 𝑛! + 2

!

4 𝑛! + 𝑛!
]

𝑛!(𝑛! + 𝑛! + 2)𝑛!(3 + (𝑛! + 𝑛!)!/[48 𝑛! + 𝑛! !]
 

B .  C o n o v e r ’ s  S q u a r e d  R a n k s  T e s t  f o r  E q u a l i t y  o f  
V a r i a n c e  

 

T h e  a s s u m p t i o n s  o f  t h e  C o n o v e r  T e s t  a l s o  k n o w n  a s  C o n o v e r  
S q u a r e d  R a n k s  T e s t  f o r  V a r i a n c e s ,  a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  f o r  A n s a r i -
B r a d l e y  t e s t .  I t  t e s t s  w h e t h e r  t h e  s a m p l e s  c o m e  f r o m  p o p u l a t i o n s  w i t h  e q u a l  
d i s p e r s i o n .     

T h e  C o n o v e r  T e s t  u s e s  C o n o v e r  s c o r e s  c a l c u l a t e d  a s  t h e  s q u a r e d  r a n k s  
o f  t h e  a b s o l u t e  d e v i a t i o n s  f r o m  t h e  s a m p l e  m e a n s .  F o r  e a c h  o b s e r v a t i o n  i ,   
t h e  a b s o l u t e  d e v i a t i o n  f r o m  t h e  m e a n  i s  c o m p u t e d  a s :  

 

𝑈! = 𝑋!(!) − 𝑋!  

w h e r e  𝑋!(!) i s  t h e  v a l u e  o f  o b s e r v a t i o n  i  ,  w i t h i n  s a m p l e  j  a n d  𝑋! i s  t h e  

m e a n  o f  s a m p l e  j .   

T h e  v a l u e s  𝑈!  a r e  t h e n  r a n k e d ,  a s s i g n i n g  a v e r a g e  r a n k s  t o  t i e s .  

T h e  C o n o v e r  s c o r e ,  𝑆𝑐𝑜𝑟𝑒! = (𝑅𝑎𝑛𝑘(𝑈!))!  

C .  N o r m a l  S c o r e s  
 
N o r m a l  s c o r e s ,  a l s o  k n o w n  a s  V a n  d e r  W a e r d e n  a r e  t h e  q u a n t i l e s  o f  a  
s t a n d a r d  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  H e n c e  t h e y  a r e  a l s o  k n o w n  a s  q u a n t i l e  n o r m a l  
s c o r e s .  T h e s e  s c o r e s  a r e  p o w e r f u l  f o r  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n s .  
V a n  d e r  W a e r d e n  N o r m a l  s c o r e s  a r e  c o m p u t e d  a s :  

𝑎(𝑅!) = Φ!! 𝑅!
𝑛 + 1

 

       

w h e r e  Φ i s  t h e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  o f  a  s t a n d a r d  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n .   
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D .  M o o d  S c o r e s  
 
M o o d  s c o r e s  a r e  t h e  s q u a r e  o f  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  o b s e r v a t i o n  r a n k  
a n d  t h e  a v e r a g e  r a n k .  M o o d  s c o r e s  a r e  c o m p u t e d  a s  f o l l o w s :  
 

𝑎(𝑅!) = 𝑅! −
!!!
!

!
  

 

 
E .  K l o t z  S c o r e s  

K l o t z  S c o r e s  a r e  t h e  s q u a r e s  o f  t h e  N o r m a l  o r  V a n  d e r  W a e r d e n  s c o r e s .  
 

𝑎(𝑅!) =  Φ!! 𝑅!
𝑛 + 1

!
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IX.  Non Parametric  Survival  Tests :   Tarone-
Ware,  Log-Rank and Gehan-Breslow Test  
 
 
T h e  L o g - R a n k  t e s t ,  a l s o  k n o w n  a s  t h e  M a n t e l  l o g - r a n k  t e s t ,  C o x  M a n t e l  
l o g - r a n k  t e s t  n a m e d  a f t e r  t h e  E n g l i s h  s t a t i s t i c i a n ,  S i r  D a v i d  R o x b e e  C o x  o r  
t h e  M a n t e l -  H a e n s z e l  t e s t ,  n a m e d  a f t e r  t h e  A m e r i c a n  s t a t i s t i c i a n s  N a t h a n  
M a n t e l  a n d  W i l l i a m  H a e n s z e l ,  i s  c o m m o n l y  u s e d  i n  t e s t i n g  a n d  c o m p a r i n g  
t w o  s u r v i v a l  d i s t r i b u t i o n s .  
I t  i s  a p p l i c a b l e  t o  d a t a  w h e r e  t h e r e  i s  p r o g r e s s i v e  c e n s o r i n g .  T h e  t e s t  
a s s i g n s  e q u a l  w e i g h t s  t o  e a r l y  a n d  l a t e  f a i l u r e .  U n d e r  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s ,  
t h e  h a z a r d  f u n c t i o n s  f o r  t h e  t w o  g r o u p s  a r e  p a r a l l e l .   
 
T a r o n e - W a r e  a n d  G e h a n - B r e s l o w  t e s t s ,  n a m e d  a f t e r  t h e  A m e r i c a n  a n d  
E n g l i s h  s t a t i s t i c i a n s  E d m u n d  A .  G e h a n ,  N o r m a n  E .  B r e s l o w  a r e  u s e d  t o  
c o m p a r e  t w o  s u r v i v a l  d i s t r i b u t i o n  o r  f u n c t i o n s .   
T h e y  a r e  v e r s i o n s  o f  t h e  l o g  r a n k s ,  a f t e r  a s s i g n i n g  t h e  w e i g h t  t o  t h e  
o b s e r v e d  m i n u s  t h e  e x p e c t e d  s c o r e  a t  a n y  g i v e n  t i m e ,   

•  T h e  L o g - R a n k  u s e s  t h e  w e i g h t  o f  1 . 0  f o r  e a c h  o b s e r v a t i o n .  
•  G e h a n - B r e s l o w ,  s o m e t i m e s  k n o w n  a s  W i l c o x o n  u s e s  t h e  w e i g h t  

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  n u m b e r  o f  o b s e r v a t i o n s  a t  r i s k .  𝑟!  .  

•  T h e  T a r o n e - W a r e  t e s t  u s e s  w e i g h t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s q u a r e  r o o t  
o f  t h e  n u m b e r  o f  o b s e r v a t i o n s  w i t h  t h e  l o w e r  r a n k  o r  o b s e r v a t i o n s  a t  

r i s k ,   𝑟!  

•  T h e  C o x  M a n t e l  i s  a l s o  s i m i l a r  t o  t h e  l o g - r a n k  t e s t  
•  T h e  P e t o - P e t o  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  G e h a n - W i l c o x o n  t e s t ,  n a m e d  a f t e r  

t h e  B r i t i s h  s t a t i s t i c i a n s  S i r  R i c h a r d  P e t o  a n d  J u l i a n  P e t o  i s  s i m i l a r  t o  
B r e s l o w ’ s  t e s t .  I t  i s  m o r e  s u i t e d  f o r  s i t u a t i o n s  w h e r e  t h e  h a z a r d  r a t i o  
b e t w e e n  t h e  g r o u p s  i s  n o t  c o n s t a n t .  I t  i s  c o n s i d e r e d  m o r e  p o w e r f u l  
t h a n  G e h a n - B r e s l o w ’ s  t e s t  w h e n  t h e  s a m p l e  s i z e s  a r e  s m a l l .   

 
 
T h e  n u l l  h y p o t h e s i s  i s  a s s u m e s  t h a t  t h e  p o p u l a t i o n s  h a v e  t h e  s a m e  s u r v i v a l  
d i s t r i b u t i o n s ,  w h e r e a s  t h e  a l t e r n a t i v e  a s s u m e s  d i f f e r e n t  s u r v i v a l  
d i s t r i b u t i o n s    
 

1 .  L o g - R a n k  T e s t  
•   T h e  t e s t  c o m p a r e s  t w o  2  g r o u p s ,  b u t  m a y  b e  e x t e n d e d  t o  m o r e  g r o u p s   
•   A p p r o a c h :  F i n d  t h e  e x p e c t e d  n u m b e r  o f  f a i l u r e s  i n  g r o u p  2  a n d  

c o m p a r e  w i t h  t h e  o b s e r v e d  n u m b e r  o f  f a i l u r e s .  

𝑋 = !!!!!
!"#(!!!!!)

!
 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠 𝑎  𝑐ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒 𝑤𝑖𝑡ℎ 1 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒 𝑜𝑓 𝑓𝑟𝑒𝑒𝑑𝑜𝑚 (𝜒!!)  
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 w h e r e  
!!!!!!!!(!!!!!)

!!
!(!!!!)

 i s  t h e  v a r i a n c e  a n d  𝐸! =
!!!!!
!!

,   

w i t h 𝑟!!  =  n u m b e r  o f  o b s e r v a t i o n s  a t  r i s k  a t  t i m e  j  i n  g r o u p  1 ;  

𝑟!!  =  n u m b e r  o f  o b s e r v a t i o n s  a t  r i s k  a t  t i m e  j  i n  g r o u p  0 ;  

𝑑!  =  c o m b i n e d  n u m b e r  o f  f a i l u r e s / e v e n t s  a t  t i m e  j ;  

 𝑟!  =  c o m b i n e d  n u m b e r  o f  o b s e r v a t i o n s  a t  r i s k  a t  t i m e  j ;  

a n d   𝑂!=  t o t a l  n u m b e r  o f  f a i l u r e s  i n  g r o u p  2 ,  𝐸! =  e x p e c t e d  n u m b e r  f a i l u r e s  

i n  g r o u p  2 .  
  
F o r  e x t e n s i o n  t o  m o r e  t h a n  t w o  g r o u p s ,  g  ≥  2  g r o u p s  p o s s i b l e ,  t h e  
c o v a r i a n c e  o f  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  f a i l u r e s  a n d  t h e  e x p e c t e d  n u m b e r  o f  
f a i l u r e s  i s  u s e d :  

𝑋 = !!!!!
!"#(!!!!!)

!
 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑠 𝑎  𝑐ℎ𝑖 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑔 − 1 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒 𝑜𝑓 𝑓𝑟𝑒𝑒𝑑𝑜𝑚 (𝜒!!)   

 

2 .  S t r a t i f i e d  L o g - R a n k  T e s t  
•   

•  T h e  t e s t  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  L o g - R a n k  T e s t  
•  A l l o w s  c o n t r o l l i n g  f o r  a n  a d d i t i o n a l  v a r i a b l e ,  k n o w n  a s  s t r a t a ,  h e n c e  

“ s t r a t i f i e d ”  
•  A p p r o a c h :  S p l i t  d a t a  i n t o  s t r a t a ,  d e p e n d i n g  o n  v a l u e  o f  s t r a t i f i e d  

v a r i a b l e  •  

•   C a l c u l a t e  𝐸! − 𝑂! s c o r e s  w i t h i n  s t r a t a  

•  S u m  𝐸! − 𝑂! c r o s s  s t r a t a .  

 

3 .  T a r o n e - W a r e ,  G e h a n - B r e s l o w   o r  G e n e r a l i z e d  W i l c o x o n  
T e s t  

 
•  T h e  t e s t  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  L o g - R a n k  T e s t  
•  A l l o w s  w e i g h t s  o n  o b s e r v a t i o n s  w i t h  a  W e i g h t s  v a r i a b l e ,  w h i l e  

c o n t r o l l i n g  o r  n o t  f o r  s t r a t a  
•   I t  i s  m o r e  p o w e r f u l  t h a n  t h e  l o g - r a n k  t e s t  w h e n  t h e  h a z a r d  f u n c t i o n s  

a r e  n o t  p a r a l l e l  a n d  i n  c a s e  o f  l i t t l e  c e n s o r i n g .   W h e n  c e n s o r i n g  i s  
p e r v a s i v e ,  i t  h a s  l o w  p o w e r  w h e n  c e n s o r i n g .  I t  g i v e s  m o r e  w e i g h t  t o  
e a r l y  f a i l u r e s .  

•   

𝜒!"! =
𝑤! 𝑑!! − 𝑟!! ∗ 𝑑!/𝑟!!

!!!
!

𝑤!!𝑟!!𝑟!!𝑑!(𝑟! − 𝑑!)
𝑟!!(𝑟! − 1)

!
!!!
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